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Re´sume´.
Une partie importante des simulations en chimie quantique computation-
nelle utilisent aujourd’hui des techniques tre`s avance´es de mathe´matiques
applique´es et de calcul scientifique. Ainsi ce champ d’application suscite un
inte´reˆt croissant de la part des nume´riciens et fournit des sujets de re´flexion
d’une grande complexite´ aussi bien the´orique que pratique.
Ayant aborde´ ce domaine de recherche lors de mon stage de DEA et en-
suite lors de ma the`se, mes recherches en chimie quantique computationnelle
ont continue´ par la suite et seront l’objet central de ce me´moire.
La pre´sentation de mes travaux a e´te´ divise´e en chapitres the´matiques.
Apre`s un chapitre introductif sur l’e´quation de Schro¨dinger et ses approxi-
mations, le second chapitre, de´die´ aux me´thodes de discre´tisation, pre´sente
mes contributions the´oriques sur la me´thode des bases re´duites.
Le troisie`me chapitre traite de l’analyse d’erreur a posteriori qui, de la
meˆme fac¸on que les barres d’erreur sont utilise´es lors des expe´riences re´elles,
permet de donner des informations quantitatives sur la confiance a` mettre
dans le re´sultat d’une simulation nume´rique. Cette me´thode est applique´e a`
deux situations : le calcul du mouvement nucle´aire et les calculs de structure
e´lectronique. Une autre contribution qui utilise les meˆmes techniques et qui
aboutit sur la construction d’algorithmes de type Newton pour les e´quations
de Kohn-Sham est pre´sente´ en Section 3.4.
Passant aux e´quations de´pendantes de temps, le Chapitre 4 introduit
un sche´ma paralle`le en temps pour la re´solution des e´quations d’e´volution.
L’extension de cette approche a` des situations de controˆle est aussi de´taille´e.
Situe´ au coeur de mes recherches en chimie quantique, l’e´tude du controˆle
des phe´nome`nes au niveau atomique est de´crit Chapitre 5. Apre`s une courte
introduction je pre´sente en Sections 5.2 et 5.3 mes travaux sur la controˆlabilite´
des e´quations biline´aires intervenant dans la description mathe´matique de
l’interaction laser-matie`re. Ces re´sultats continuent a` la Section 5.4 avec une
application a` la discrimination optimale des syste`mes quantiques. Ensuite,
dans la Section 5.5, je traite des algorithmes d’optimisation utilise´s pour de
la recherche par des simulations nume´riques de champs laser re´alisant les
objectifs du controˆle.
Enfin, au Chapitre 6, on trouve un travail sur un mode`le en e´pide´miologie.
Le Chapitre 7 re´unit quelques projets de recherche en cours ou bien a`
plus long terme qui font suite aux travaux des chapitres pre´ce´dents.
Abstract
An important part of simulations in computational quantum chemistry
use nowadays very advanced scientific computing techniques. In reaction, this
application field witnesses an increasing interest from the applied mathema-
ticians community and provides research topics of high theoretical as well as
practical complexity.
Having entered this research field during my graduates studies, my re-
searches in computational quantum chemistry have been confirmed in the
sequel and are the central topic of this document.
The presentation of my works has been divided in thematic chapters.
After an introductory chapter on the Schro¨dinger equation and its approxi-
mations, the second chapter, dedicated to discretization methods, presents
my theoretical contributions on the reduced basis method.
The third chapter deals with a posteriori error analysis which, as is the
case in real experiments where error bars are provided, allows to give quanti-
tative information on the trust to put in the result of a numerical simulation.
This method has been applied to two situations : the computation of the
nuclear motion and the electronic structure. Another contribution that uses
the same techniques and results in the design of Newton type algorithms for
the Kohn-Sham equations is presented in Section 3.4.
Switching to the time dependent equations, Chapter 4 introduces a pa-
rallel in time numerical scheme for the resolution of the evolution equations.
The extension of this approach for the control setting is also given.
At the heart of my research in quantum chemistry, the study of the control
of quantum phenomena is described in Chapter 5. After a brief introduction
I present in Sections 5.2 and 5.3 my studies on the controllability of the
bilinear equations that appear in the mathematical description of the laser-
matter interaction. These results continue in Section 5.4 with an application
to the optimal discrimination of quantum systems. Then in Section 5.5 I give
an overview of my contributions on the optimization algorithms used to find
suitable laser fields in numerical control simulations.
Finally, in Chapter 6 can be found a work on an epidemiological model.
Chapter 7 assembles some ongoing or longer term research projects in the
continuation of the contributions in the previous Chapters.
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Chapitre 1
Introduction
Conc¸u comme pre´alable a` la lecture du reste du document, ce chapitre
introductif a pour mission de pre´senter les bases de la physique quantique
ne´cessaires a` la compre´hension de mes travaux de recherche. Il est bien suˆr
impossible de donner en quelques pages une introduction exhaustive a` la
me´canique quantique ; j’encourage le lecteur en queˆte d’informations plus
e´tendues a` consulter l’excellente introduction dans [16] et les re´fe´rences qui
s’y trouvent ; pour ce qui est du controˆle, plus d’informations se trouvent aussi
dans [57]. A l’oppose´, le lecteur familier avec ces concepts peut se reporter
directement au chapitre suivant.
1.1 E´quation de Schro¨dinger
La me´canique quantique est aujourd’hui une discipline e´tablie dont les ap-
plications se retrouvent non seulement dans les e´tudes en chimie mais aussi
dans la physique des phe´nome`nes atomiques et mole´culaires, dans l’inter-
action lumie`re-matie`re, la physique de l’e´tat solide et liquide, la science des
mate´riaux, ... Parmi toutes ces applications, deux directions particulie`res sont
d’inte´reˆt pour nous : le calcul de la structure e´lectronique et le mouvement
nucle´aire (re´sultant d’une interaction externe) ; dans les deux cas on suppo-
sera les effets relativistes ne´gligeables. Les objets e´le´mentaires sont donc les
noyaux et les e´lectrons.
L’e´quation fondamentale de la me´canique quantique est l’e´quation de
Schro¨dinger. Cette e´quation prescrit les e´tats stationnaires et, dans sa forme
de´pendante du temps, l’e´volution temporelle de l’e´tat du syste`me.
Afin de pouvoir donner la forme de cette e´quation, il faut pre´ciser ce
que l’on entend par e´tat du syste`me. Notons par M le nombre de noyaux
du syste`me, de charges Zk > 0 et masses mk, k = 1, ...,M et par N le
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nombre d’e´lectrons (chacun de masse me et charge Ze). A chaque parti-
cule on peut associer des variables de “position” r¯k ∈ R
3, k = 1, ...,M
pour les noyaux et rk ∈ R
3, k = 1, ..., N pour les e´lectrons et de spin σ¯k,
k = 1, ...,M et σk, k = 1, ..., N respectivement. Ces variables n’ont pas la
meˆme interpre´tation que dans la me´canique classique : ici, l’e´tat du syste`me
est de´crit par une fonction Ψ a` valeurs complexes de´pendant du temps
et de toutes les variables a` la fois Ψ(r¯1, σ¯1, ..., r¯M , σ¯M , r1, σ1, ..., rN , σN , t).
Une interpre´tation intuitive de cette fonction d’e´tat (aussi appele´e fonc-
tion d’onde) est que |Ψ(r¯1, σ¯1, ..., r¯M , σ¯M , r1, σ1, ..., rN , σN , t)|
2 est la densite´
de probabilite´ que le syste`me se trouve a` l’instant t dans la configuration
(r¯1, σ¯1, ..., r¯M , σ¯M , r1, σ1, ..., rN , σN ) i.e. la densite´ de probabilite´ que a` l’ins-
tant t la position du k-e`me noyau soit r¯k, sa variable de spin σ¯k (k = 1, ...,M)
et la position du l-e`me e´lectron soit rl et sa variable de spin σl, (l = 1, ..., N).
De cette interpre´tation il suit une proprie´te´ importante de la fonction
d’onde : sa norme L2 est toujours e´gale a` 1. Une autre proprie´te´ de la fonc-
tion d’onde, qui de´coule cette fois des axiomes de la me´canique quantique,
demande que cette fonction soit
- antisyme´trique par rapport a` l’e´change des coordonne´es et variables de
spin des fermions (dans notre cas, les e´lectrons ou noyaux compose´s d’un
nombre impair de nucle´ons)
- syme´trique par rapport a` l’e´change des coordonne´es et variables de
spin des bosons (dans notre cas, les noyaux compose´s d’un nombre pair de
nucle´ons)
Agissant sur cette fonction d’onde, l’Hamiltonien H du syste`me de´crit
l’e´volution de celui-ci. Dans le cas ou` le syste`me est suppose´ isole´, il s’e´crit :
H = −
~2
2
M∑
n=1
1
mn
∆r¯n +
∑
1≤n<n′≤M
ZnZn′
4pi²0
1
|r¯n − r¯n′ |
−
~2
2
N∑
l=1
1
me
∆rl −
M∑
n=1
N∑
l=1
ZnZe
4pi²0
1
|r¯n − rl|
+
∑
1≤l<l′≤N
Z2e
4pi²0
1
|rl − rl′ |
. (1.1)
On a note´ ici par ~ la constante de Planck, par ∆r l’ope´rateur Laplacien
qui agit seulement sur les (trois) composantes de r et par ²0 la permittivite´
die´lectrique du vide. Afin d’alle´ger les notations on peut re-e´crire ce Hamil-
tonien dans des unite´s atomiques ou` me = 1, Ze = 1,
1
4pi²0
= 1, ~ = 1.
Afin de mieux comprendre les diffe´rents termes de cette expression il faut
rappeler que les concepts de me´canique classique subissent une transcription
en termes d’observables en me´canique quantique. A chaque quantite´ classique
mesurable on associe un ope´rateur line´aire Hermitien qui agit sur la fonction
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d’onde ; cet ope´rateur peut servir a` “extraire” l’information, e´quivalente a`
celle classique, du syste`me quantique. Quelques exemples d’ope´rateurs :
– la position de la particule k par rapport a` un axe (par exemple l’axe
Ox), note´e par xk et qui agit comme une multiplication par xk ;
– l’impulsion de la particule k par rapport a` un axe (par exemple l’axe
Ox), note´e par pxk et qui agit comme une de´rivation par rapport a` la
variable xk (la premie`re composante de rk) pxk = −i~
∂
∂xi
– l’e´nergie cine´tique T de la particule k, note´e par Tk et donne´e par
Tk = −
~2
mk
∆rk , ou` mi est la masse de la particule ;
– l’e´nergie potentielle V (r) qui agit comme une multiplication par la fonc-
tion V (r) ;
– l’ope´rateur Hamiltonien qui correspond a l’observable “e´nergie” du
syste`me : H = T + V .
Les postulats de la me´canique quantique affirment que pour chaque me-
sure d’une observable (associe´e a` un ope´rateur) A, les seuls re´sultats possibles
sont des valeurs propres de A (quantisation des valeurs des variables dyna-
miques). L’e´tat lui meˆme n’e´tant pas ne´cessairement une fonction propre
de A, la valeur mesure´e pour une fonction d’onde donne´e sera une variable
ale´atoire qui admet une valeur moyenne < Ψ(t), AΨ(t) >. On a note´ ici
par < ·, · > le produit scalaire L2 complexe canonique (line´aire par rapport
a` la deuxie`me variable). Cette quantite´ sera ensuite note´e 〈Ψ(t)|A|Ψ(t)〉
(notation dite braket).
Ainsi, lorsqu’il s’agit de retrouver le re´sultat d’une mesure classique sur un
syste`me quantique on emploie l’ope´rateurA associe´ et on calcule 〈Ψ(t)|A|Ψ(t)〉
pour la fonction d’onde du syste`me. Mais il faut insister ici sur l’inte´gration
faite et sur les conclusions a` tirer de ces mesures ; par exemple dire que la
position du “k”-e`me e´lectron est α ne veut pas dire que l’e´lectron est en
α mais que sa valeur moyenne l’est : si par exemple cet e´lectron de´crit une
orbite (parfaitement) sphe´rique autour d’un noyau sa position (en tant qu’ob-
servable) sera pre´cise´ment le centre du noyau, bien qu’il ne puisse jamais y
passer (a` cause de la re´pulsion coulombienne).
Revenant a` l’e´quation (1.1) on peut donc interpre´ter le premier terme
comme la somme des e´nergies cine´tiques de chaque noyau, le deuxie`me terme
est compose´ des re´pulsions inter-nucle´aires, le troisie`me est la somme des
e´nergies cine´tiques des e´lectrons ; enfin les deux derniers termes repre´sentent
les attractions e´lectron-noyau et les re´pulsions e´lectron-e´lectron respective-
ment. Les termes 2,4 et 5 sont donc des contributions a` l’e´nergie potentielle
du syste`me.
On peut finalement e´crire l’e´quation de Schro¨dinger de´pendant du temps :
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i~
∂
∂t
Ψ(t) = HΨ(t). (1.2)
Quand l’Hamiltonien du syste`me ne de´pend pas du temps une solution
remarquable de (1.2) est l’e´volution stationnaire Ψ(t) = e−
i
~
EtΨ(0) ou` Ψ =
Ψ(0) est une fonction propre de H de valeur propre correspondante E, i.e.
une solution de l’e´quation de Schro¨dinger inde´pendante du temps :
HΨ = EΨ, ‖Ψ‖L2 = 1. (1.3)
Lorsque E est la plus petite valeur propre de H la fonction d’onde ainsi
retrouve´e est l’e´tat fondamental du syste`me. Dans ce cas (1.3) est l’e´quation
d’Euler-Lagrange du proble`me de minimisation de l’e´nergie
inf{E(Ψ) =< Ψ|H|Ψ >; Ψ ∈ A, ‖Ψ‖L2 = 1} (1.4)
ou` A est l’espace des fonctions physiquement admissibles. L’espace line´aire
A de´pend du nombre de bosons et fermions du syste`me.
Il faut noter ici que, conse´quence du fait que l’Hamiltonien H est hermi-
tien (auto-adjoint), les solutions du proble`me pre´ce´dent sont des fonctions
re´elles.
1.2 E´quation de Hartree-Fock
Meˆme en ignorant les variables de spin, l’e´quation de Schro¨dinger (1.3) ne
peut eˆtre re´solue exactement que pour un nombre tre`s re´duit de particules en
raison de la dimension trop grande de l’espace ou` cette e´quation est e´crite.
Ainsi, en pratique, on doit utiliser des approximations. On pre´sentera ici
d’une manie`re tre`s bre`ve la de´rivation, a` partir de l’e´quation de Schro¨dinger,
d’un des mode`les approche´s de (1.3) tre`s utilise´ en pratique et qui conduit a`
l’e´quation de Hartree-Fock.
1.2.1 Approximation de Born-Oppenheimer
Afin de simplifier les notations il sera suppose´ dans tout ce qui suit que N
est pair et que tous les noyaux sont des bosons. Comme H ne de´pend pas
des variables de spin, cette hypothe`se permet de s’affranchir des variables de
spin et de ne conside´rer dans la fonction d’onde que la composante spatiale.
Une premie`re approximation de (1.3), tre`s utilise´e en pratique, est celle
dite de Born-Openheimer qui consiste, a` supposer que les e´lectrons trouvent
leur position “d’e´quilibre” instantane´ment par rapport au mouvement nucle´aire.
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Cette hypothe`se est justifie´e par le fait que la masse d’un noyau est beaucoup
plus importante que la masse d’un e´lectron : le rapport entre la masse du plus
le´ger noyau, celui d’hydroge`ne, et la masse d’un e´lectron est de l’ordre de 103 ;
ce rapport devient 104 pour la majorite´ des noyaux ; a` impulsion constante
un tel rapport donnerait un mouvement e´lectronique tre`s rapide autour des
noyaux. Du point de vue de la physique ceci revient a` se´parer l’e´volution du
syste`me en mouvement e´lectronique et mouvement nucle´aire et a` remplacer
le premier par un ope´rateur potentiel lors du traitement du second. Plus
pre´cise´ment, on note alors, pour toute configuration r¯ des noyaux, par He(r¯)
l’Hamiltonien (dit e´lectronique) repre´sente par les trois derniers termes de
(1.1) donne´ par la formule
He(r¯) = −
1
2
N∑
l=1
∆rl −
M∑
n=1
N∑
l=1
ZnZe
4pi²0
1
|r¯n − rl|
+
∑
1≤l<l′≤N
Z2e
4pi²0
1
|rl − rl′ |
. (1.5)
ou` n indice les noyaux et l les e´lectrons. On diagonalise ensuite He(r¯) ob-
tenant une fonction propre Φr¯(r) appele´e fonction d’onde e´lectronique (qui
de´pend parame`triquement des degre´s de liberte´ nucle´aires r¯ et a comme va-
riables seulement les degre´s de liberte´ e´lectroniques r) et une valeur propre
E(r¯) :
He(r¯)Φr¯(r) = E(r¯)Φr¯(r). (1.6)
Pour calculer l’e´nergie totale du syste`me on cherche ensuite les e´tats
propres de l’Hamiltonien nucle´aire de´fini par :
Hn = −
1
2
M∑
n=1
1
mn
∆r¯n +
∑
1≤n<n′≤M
ZnZn′
|r¯n − r¯n′ |
+ E(r¯). (1.7)
agissant sur la fonction d’onde nucle´aire qui de´pend seulement de r¯. La so-
lution du proble`me aux valeurs propres
HnΨ(r¯) = EΨ(r¯) (1.8)
permet alors de proposer une valeur pour l’e´nergie du syste`me, a` savoir la
valeur propre E, et un candidat pour la fonction d’onde du syste`me, a` savoir
Ψ(r¯)Φr¯(r). Cette e´quation a la forme d’une e´quation de Schro¨dinger pour le
mouvement nucle´aire, avec un potentiel effectif V
Φr¯(r)
eff (r¯) =
∑
1≤n<n′≤M
ZnZn′
|r¯n−r¯n′ |
+
E(r¯).
La fonction d’onde nucle´aire de´crit les vibrations et les rotations de la
mole´cule dans un e´tat e´lectronique donne´. En effet, pour chaque e´tat propre
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du Hamiltonien e´lectronique le potentiel V
Φr¯(r)
eff gouvernant ces mouvements
de´pend de la valeur propre associe´e et les mouvements nucle´aires, donc les
e´tats vibrationnels et rotationnels, diffe`rent d’un e´tat e´lectronique a` un autre.
On appelle les diffe´rentes fonctions V
Φr¯(r)
eff courbes ou surfaces d’e´nergie po-
tentielle.
Avant de clore cette section il faut mentionner que, en l’absence de l’hy-
pothe`se de Born-Oppenheimer, seulement des mole´cules tre`s simples (telle
que H+2 ) peuvent eˆtre traite´es nume´riquement [59, 60] ; ne´anmoins, de`s ce
niveau, des phe´nome`nes non-perturbatifs inte´ressants peuvent eˆtre mis en
e´vidence.
1.2.2 De´rivation de l’e´quation de Hartree-Fock
L’approximation de Born-Oppenheimer de´taille´e dans la section pre´ce´dente
permet de re´duire le proble`me pose´ sur des variables spatiales de R3(M+N) a`
une suite de proble`mes sur R3N suivis par un proble`me sur R3M . Bien suˆr,
ceci n’est pas encore satisfaisant car pour des mole´cules d’inte´reˆt pratique
M et N sont tre`s grands. Il faut donc continuer a` simplifier le mode`le. Une
premie`re ide´e a` exploiter est celle de la paire d’e´lectrons de Lewis qui sti-
pule que lorsque le nombre d’e´lectrons dans le syste`me est pair on peut les
grouper deux par deux et associer a` chaque paire une variable spatiale dans
R3 ; a` cette variable il correspond un e´lectron de type spin up et un autre de
type spin down. Symboliquement, a` la place de N variables de position et N
variables de spin on aura seulement Npe = N/2 variables de position pour
caracte´riser le syste`me ; on de´signera par r1, ..., rNpe ces variables. Une fois
cette approximation faite la fonction d’onde est cherche´e dans H1(R3Npe ; C)
On utilise ensuite l’antisyme´trie de la fonction d’onde par rapport aux
permutations des variables e´lectroniques
Φ(..., ri, ..., rj , ...) = −Φ(..., rj , ..., ri, ...), i, j = 1, ..., Npe
La minimisation de l’e´nergie (1.4) portera donc sur l’espace des fonctions
antisyme´triques de H1(R3Npe ; C) dont un sous-ensemble strict mais remar-
quable est celui des fonctions qui s’e´crivent comme un de´terminant dit de
Slater :
Φ(r1, ..., rNpe) =
1√
Npe!
det(Φi(rj)),
les Φi, i = 1, ..., Npe e´tant des fonctions de H
1(R3; C) qu’on va choisir sur la
varie´te´ de contraintes K de´finie par
K = {Φ = (Φ1, ...,ΦNpe) ∈ (L
2(R2))Npe ;< Φi,Φj >L2= δij}. (1.9)
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Introduisons la matrice de densite´ ρ(x, y) =
∑Npe
i=1 Φi(x)Φi(y), le potentiel
V (r) = −
∑m
j=1
Zj
|r−r¯j |
et la fonction densite´ e´lectronique ρ(x) = ρ(x, x).
L’e´nergie associe´e a` la fonction d’onde devient :
EHF (Φ1, ...,ΦNpe) =
Npe∑
i=1
∫
R3
(
|∇Φi|
2 + V |Φi|
2
)
+
1
2
∫ ∫
R3×R3
ρ(x)ρ(y)
|x− y|
dxdy
−
1
2
∫ ∫
R3×R3
|ρ(x, y)|2
|x− y|
dxdy (1.10)
et le nouveau proble`me s’e´crit :
inf
{
EHF (Φ1, ...,ΦNpe)|Φi ∈ H
1(R3), < Φi,Φj >= δij, i, j = 1, ..., Npe
}
(1.11)
En e´crivant l’e´quation d’Euler Lagrange associe´e a` ce proble`me de mini-
misation sous contraintes on aboutit a`
FΦΦi =
Npe∑
i=1
²˜ijΦj, i = 1, ..., Npe (1.12)
ou` l’ope´rateur FΦ, appelle´ ope´rateur de Fock, est de´fini par
FΦΦi = −∆Φi + V Φi + (ρ ?
1
|x|
)Φi −
∫ ∫
R3×R3
ρ(x, y)Φi(y)
|x− y|
dxdy (1.13)
et ? est le produit de convolution
(f ? g)(x) =
∫
R3
f(x− y)g(y)dy. (1.14)
Notons que dans (1.12) la matrice ²˜ = (²˜ij)i,j=1,Npe est syme´trique.
Il faut noter que Φ et EHF (Φ1, ...,ΦNpe) sont invariants par multiplication
du vecteur (Φ1, ...,ΦNpe) par une matrice unitaire (de taille Npe × Npe) ; on
peut donc diagonaliser ²˜ et e´crire la ce´le`bre e´quation de Hartree-Fock :
FΦΦi = ²iΦi, i = 1, ..., Npe (1.15)
L’e´quation de Hartree-Fock (1.15) est un proble`me aux valeurs propres
non line´aire car la matrice de densite´ ρ(x, y) et la densite´ ρ(x) de´pendent de
la solution (φ1, ..., φNpe) ∈ H
1(R3; C)Npe ; de plus ce proble`me est non local a`
cause du produit de convolution qui entre dans la de´finition de l’ope´rateur de
Fock FΦ. Ce proble`me, initialement pre´dominant dans les codes de calcul de
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structure e´lectronique, est graduellement remplace´ par l’e´quation de Kohn-
Sham, qui a une e´criture similaire mais qui est base´e sur la matrice densite´.
Une fois le proble`me e´lectronique re´solu, il est possible de passer a` la
re´solution du mouvement nucle´aire, soit en traitant les noyaux quantique-
ment, soit en les conside´rant comme des points mate´riels qui bougent sous
l’influence du potentiel e´lectronique et en e´crivant leur e´quation du mouve-
ment de Newton (voir aussi la Section 1.4). Pour le sens mathe´matique a`
donner a` cette e´quation d’e´volution, on renvoie le lecteur inte´resse´ a` [17].
1.3 Re´solution nume´rique
1.3.1 Equation de Schro¨dinger de´pendant du temps
Tout d’abord, afin de re´soudre (1.2) il faut remarquer que l’Hamiltonien
H se met sous une forme H = T +V ou` T est l’ope´rateur moment cine´tique,
qui est principalement un ope´rateur de de´rivation d’ordre 2, inde´pendant du
temps, alors que V de´signe l’ope´rateur e´nergie potentielle qui est un ope´rateur
de multiplication. Lorsque l’e´nergie potentielle est aussi un ope´rateur inde´-
pendant du temps la me´thode la plus simple pour re´soudre (1.2) est de trou-
ver la de´composition spectrale de H car, si on a trouve´ Φθ, θ variant dans
un ensemble d’indices Θ, tels que
HΦθ = λθΦθ,∀θ ∈ Θ
alors pour toute fonction
Ψ0 =
∑
θ∈Θ
cθΦθ
avec cθ ∈ C, la fonction
Ψ(t) =
∑
θ∈Θ
cθe
−iλθtΦθ
est solution de (1.2) avec la donne´e initiale Ψ(t = 0) = Ψ0.
Si maintenant l’ope´rateur V de´pend du temps, une technique diffe´rente
peut eˆtre employe´e. Il est a` noter que alors que V est diagonal dans une base
spatiale, K l’est dans le domaine de Fourier : il est donc facile d’appliquer les
ope´rateurs e−iK∆t/2 et e−iV ∆t pour tout pas de temps ∆t. Il apparaˆıt alors
naturel d’utiliser un sche´ma de type split-operator (dont l’erreur est de l’ordre
trois en ∆t) qui peut eˆtre e´crit
Ψ(t+ ∆t) = e−iK∆t/2e−iV (t)∆te−iK∆t/2Ψ(t). (1.16)
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La dernie`re ope´ration a` savoir la transformation d’une repre´sentation spatiale
a` une repre´sentation Fourier peut se faire efficacement par une transforme´e
de Fourier rapide. Une importante proprie´te´ de ce sche´ma est qu’il conserve la
norme L2 de Ψ de la meˆme fac¸on que l’e´quation exacte (1.2). Ces techniques
seront retrouve´es dans le Chapitre 4 dans les e´tudes sur l’acce´le´ration de la
re´solution des e´quations d’e´volution ou encore dans le Chapitre 5 qui traite
du controˆle par laser des phe´nome`nes quantiques.
1.3.2 Hartree-Fock
Pour ce qui est de l’e´quation de Hartree-Fock, les difficulte´s nume´riques
sont multiples. En effet, une conse´quence de la non-line´arite´ de l’ope´rateur
de Fock FΦ est que la construction de sa matrice dans une base discre`te est
tre`s couˆteuse. Notons par G un sous-espace discret de L2(R3) engendre´ par
les fonctions h1, ..., hn utilise´ pour discre´tiser (1.15) et soit Φ un e´le´ment de
GNpe . Le calcul de la matrice de FΦ fait intervenir des contributions de la
forme < FΦhα, hβ >L2,L2 . Tenant compte de la de´finition (1.13) de FΦ il sera
ne´cessaire de calculer pour tous i, j, k, l = 1, ..., n l’inte´grale∫ ∫
R3×R3
hi(x)hj(x)hk(y)hl(y)
|x− y|
dxdy (1.17)
appele´e inte´grale bie´lectronique. Inde´pendamment de savoir combien d’inte´-
grales bi-e´lectroniques sont a` calculer, l’inte´gration nume´rique sur R6 est une
taˆche difficile en soi. Afin de contourner cette difficulte´ les hi sont en pratique
choisies comme (somme de) fonctions gaussiennes, ce qui permet de calculer
les termes (1.17) par des formules semi-analytiques.
Si on retourne maintenant a` la complexite´ algorithmique de ce calcul on
remarque qu’il est donc d’ordre n4 Simplifier le calcul de la matrice de FΦ
peut se faire en ne calculant pas certaines interactions (1.17) dont on peut
justifier qu’elles sont ne´gligeables, et tirer ainsi partie du caracte`re creux
(pour certains syste`mes). Il est alors possible d’effectuer l’assemblage de FΦ
a` un couˆt plus re´duit que n4. Ces simplifications sont souvent faites en par-
tant de raisonnements physiques qu’on ne de´taillera pas ici. Il suffit d’ajouter
que beaucoup d’empirisme existe encore sur ce type d’approches et que meˆme
lorsque la complexite´ algorithmique est ame´liore´e, il est indispensable d’utili-
ser une base discre`te G aussi re´duite que possible. On verra dans le Chapitre 2
une nouvelle me´thode venant de l’inge´nierie qui pourra s’ave´rer efficace dans
la construction de bases discre`tes de petite taille.
Le choix de fonctions gaussiennes est aussi envisageable sur le plan de
l’analyse nume´rique car elles engendrent tout l’espace L2(R3) et donc des
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e´tudes de convergence peuvent eˆtre de´veloppe´es. Ne´anmoins, en pratique n
est de l’ordre de Npe ce qui ne permet pas d’utiliser les re´sultats de conver-
gence asymptotique disponibles pour les fonctions gaussiennes. Ceci motive,
comme on le verra dans la Section 3.3 l’emploi de techniques alternatives
d’analyse, les me´thodes a posteriori.
Une fois que la proce´dure de construction de la matrice de l’ope´rateur de
Fock est mise au point, le calcul de l’e´nergie est possible. Il faut par la suite
choisir un algorithme d’optimisation pour la minimiser. Traditionnellement
cette minimisation a e´te´ traite´e exclusivement par de me´thodes de re´solution
ite´rative de l’e´quation d’Euler-Lagrange associe´e. Faute de re´sultats consis-
tants, ces approches ont du eˆtre remplace´es par la suite par des algorithmes
d’optimisation d’une sophistication croissante. Voir aussi la Section 3.4 pour
une contribution a` cette the´matique.
1.4 Dynamique mole´culaire
Les proprie´te´s d’un syste`me physique a` l’e´quilibre thermodynamique telles
que la fonction de distribution radiale, l’e´nergie libre, les coefficients de trans-
port, ... peuvent eˆtre calcule´es comme les moyennes des observables sur l’es-
pace des phases d’un syste`me microscopique repre´sentatif. Dans les appli-
cations, ce syste`me est compose´ d’une nombre important de particules (par
exemple les syste`mes d’inte´reˆt biologique font intervenir plus de 100 000
atomes) de sorte que la dimension de l’espace des phases rend le calcul des
moyennes impossible.
Une approche couramment utilise´e, la “dynamique mole´culaire”, utilise
l’e´volution temporelle du syste`me pour en de´duire les moyennes thermody-
namiques. Conside´rons M particules en 3D. Chaque particule i est de´crite
par sa position qi ∈ R
3, son impulsion pi ∈ R
3 et sa masse mi. Soit H(q,p)
l’Hamiltonien du syste`me, de´fini sur R3M ×R3M par
H(q,p) =
M∑
i=1
p2i
2mi
+ V (q1, . . . ,qM),
ou` V est le potentiel d’interaction et q et p sont des notations pour (q1, . . . ,qM)
et pour (p1, . . . ,pM) respectivement. Le potentiel V peut soit eˆtre calcule´ au
niveau quantique au fur et a` mesure que le syste`me de´crit l’espace des phases
ou eˆtre donne´, et c’est le cas le plus courant, comme somme d’interactions
e´le´mentaires :
- a` 2 corps : le potentiel de´pend de la distance
- a` 3 corps ou` l’angle entre les deux paires d’atomes intervient
22
- a` 4 corps qui sont fonctions de l’angle die`dre ...
Le syste`me dynamique Hamiltonien associe´ a` H est donne´ par
dq
dt
=
∂H
∂p
(q(t),p(t)),
dp
dt
= −
∂H
∂q
(q(t),p(t)).
(1.18)
Notons que dans ce formalisme le syste`me e´volue sur une ligne de niveau
de H (car il est invariant).
Lorsqu’il s’agit de calculer une observable dont la moyenne converge dans
un (sous-)ensemble d’e´tats admissibles pour le syste`me, il est plus efficace
plutoˆt que d’e´nume´rer tous les e´tats possibles et de calculer l’observable as-
socie´e de calculer seulement une trajectoire temporelle du syste`me et prendre
la moyenne de l’observable sur cette trajectoire. L’e´galite´ des deux quantite´s
est lie´e a` une proprie´te´ d’ergodicite´ selon laquelle l’e´volution (1.18) “rem-
plit” l’ensemble des e´tats ou` la moyenne doit eˆtre calcule´e. Ainsi, ce calcul se
re´duit a` un syste`me (de grande taille) d’e´quations diffe´rentielles ordinaires a`
re´soudre. On reviendra sur cette question avec quelques commentaires dans
la Section 7.1.
23
Chapitre 2
Me´thodes de discre´tisation : les
bases re´duites
2.1 Introduction
L’optimisation, le controˆle et la caracte´risation d’un syste`me exige la
pre´diction de certaines quantite´s, que nous appellerons “sorties” par exemple
la tempe´rature maximale, des taux maximaux de transfert de tempe´rature,
un de´bit, la portance ou la traˆıne´e ... ; ces sorties sont typiquement exprime´es
comme fonctionnelles des variables d’e´tat lie´es a` une e´quation aux de´rive´es
partielles (EDP) qui de´crit le comportement physique du syste`me. Les pa-
rame`tres, que nous appellerons des “entre´es”, servent pour identifier une
configuration particulie`re du syste`me : ces entre´es peuvent repre´senter des
variables de conception ou de de´cision, (telles que la ge´ome´trie) par exemple
dans des e´tudes d’optimisation, des variables de controˆle (telles que la puis-
sance de de´clencheur) par exemple dans des applications en temps re´el ; ou des
variables de caracte´risation (telles que les proprie´te´s physiques) par exemple
dans des proble`mes inverses.
Nous arrivons ainsi a` une de´pendance implicite entre les “entre´es” et
les “sorties” dont l’e´valuation exige la solution d’une EDP. Notre but est
l’e´laboration de me´thodes qui permettent l’e´valuation rapide et fiable de
cette de´pendance entre´e-sortie induite par l’EDP dans la limite de beaucoup
d’e´valuations comme ceci est le cas dans la conception, l’optimisation, le
controˆle et dans les contextes de caracte´risation. Cette question a suscite´ une
attention conside´rable. Notre approche est base´e sur la me´thode des bases
re´duites, d’abord pre´sente´e vers la fin des anne´es 70 pour l’analyse structurale
non-line´aire et plus tard de´veloppe´e dans les anne´es 80 et 90. La me´thode
des bases re´duites repose sur l’observation que la variable d’e´tat n’est pas,
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en fait, un membre arbitraire de l’espace de dimension infinie lie´ a` l’EDP ;
plutoˆt, elle reste, ou e´volue, sur une varie´te´ diffe´rentielle de dimension bien
infe´rieure a` celle induite par la de´pendance parame´trique.
L’approche de base re´duite, telle qu’introduite initialement dans la litte´-
rature, e´tait locale dans l’espace des parame`tres, dans la pratique comme
dans la the´orie. Par conse´quent, les espaces pour la varie´te´ de basse dimen-
sion sont typiquement construits autour d’un point particulier de l’espace
des parame`tres et la the´orie de convergence a priori associe´e se fonde sur
des arguments asymptotiques dans des voisinages suffisamment petits. En
conse´quence, les ame´liorations par rapport a` l’approximation d’e´le´ments fi-
nis conventionnels sont relativement modestes. Au contraire, une approche
re´cente e´tudie´e par Yvon Maday et Antony Patera diffe`re de ces efforts
ante´rieurs de trois manie`res importantes : d’abord il s’agit de de´velopper
des espaces d’approximation globaux (et dans certains cas nous de´montrons
the´oriquement leur globalite´) ; en second lieu, des estimateurs a posteriori
d’erreurs rigoureux sont utilise´s ; et troisie`mement, le travail est de´compose´
en parties “en ligne” (on-line) et “hors ligne” (oﬄine). Ainsi agence´e, cette
approche permet de re´aliser des e´conomies de couˆt calcul de plusieurs ordres
de grandeur.
2.2 Cadre mathe´matique et contributions
Conside´rons une famille de proble`mes de´pendant d’un parame`tre µ :
Trouver u = u(µ) solution de F(u, µ) = 0.
En ge´ne´ral, la solution u est suffisamment re´gulie`re par rapport a` µ pour
que la distance maximale entre u(µ) et l’espace XN = span{u(µ1), .., u(µN )}
soit petite si les solutions particulie`res u(µi), i = 1, .., N sont choisies conve-
nablement. Cette distance est d’habitude petite meˆme pour des petites va-
leurs de N . Ceci donne l’ide´e d’utiliser une me´thode de discre´tisation base´e
sur les calculs pre´cis (a priori) des u(µi), suivie par une approximation du
proble`me dans XN . Les e´le´ments pre´calcule´s u(µi), i = 1, .., N sont appele´s
les e´le´ments de la base re´duite et, en ge´ne´ral, ne sont pas difficiles a` choisir
convenablement. A cause de la nature variationnelle du proble`me la solution
nume´rique sera asymptotiquement aussi proche de la solution exacte que le
meilleur e´le´ment de XN . On obtient ainsi des proble`mes alge´briques en di-
mension tre`s basse. Cette me´thode s’est ave´re´e efficace dans beaucoup de
contextes, incluant le cas ou` l’espace des parame`tres est grand. Le temps
aussi peut eˆtre conside´re´ comme parame`tre (d’une manie`re similaire aux ap-
proches POD pour l’e´quation de Navier-Stokes non stationnaire).
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Avec Antony Patera et Yvon Maday nous avons entame´ une e´tude the´o-
rique [41, 43] afin d’expliquer la remarquable efficacite´ de cette me´thode et
de mieux e´tendre son champ d’application. On a ainsi montre´ que, dans le
cas d’un proble`me syme´trique de´pendant d’un parame`tre, pour une distribu-
tion logarithmique-(quasi)uniforme des points de discre´tisation, la me´thode
de base re´duite converge exponentiellement vite vers la solution exacte par
rapport a` la taille de la base re´duite, uniforme´ment en le parame`tre. Ce
choix des parame`tres a` conside´rer lors des construction des bases re´duites a
e´te´ confirme´ par la pratique et est utilise´ dans les codes de calcul [56].
Dans le domaine de la chimie quantique ab initio, nous avons mis en
e´vidence un cadre d’application de cette me´thode au calcul de structure
e´lectronique en ve´rifiant que les solutions recherche´es sont dans un espace de
dimension petite [22]. Cet travail reste a` comple´ter par une imple´mentation
efficace, actuellement a` l’e´tude. Il faut noter que dans le cas des applications
en chimie des techniques nouvelles doivent eˆtre mises en oeuvre pour d’une
part adapter la me´thode de bases re´duites au traitement efficace de la non-
line´arite´ et d’autre part savoir comment l’utiliser lors du calcul d’un nombre
important de vecteurs et valeurs propres.
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Chapitre 3
Analyse d’erreur a posteriori
3.1 L’analyse a posteriori
Pour un nombre important de proble`mes de simulation nume´rique des
EDP, et surtout lorsqu’on se situe a` la limite des possibilite´s actuelles, il est
inte´ressant de disposer d’outils permettant de valider les calculs effectue´s.
Dans cette optique, il n’est pas possible de se contenter des re´sultats de
l’analyse nume´rique ”classique” qui traitent de la convergence asymptotique
des me´thodes nume´riques utilise´es, puisqu’on ne sait justement pas si on
est dans le re´gime asymptotique. Il est alors possible d’utiliser des tech-
niques d’estimation d’erreur (dites a posteriori par opposition aux me´thodes
asymptotiques dites a priori ) ou` la qualite´ de l’approximation est exprime´e
en termes constructifs de la solution calcule´e.
Ces techniques ont fait leur entre´e et ont de´montre´ leur utilite´ en me´ca-
nique des fluides et en me´canique des structures (on renvoie en particulier
a` [81] pour une synthe`se de ces techniques). On remarque ne´anmoins que
pour les proble`mes de calculs de modes propres d’une part [42, 81] et pour
des applications dans les domaines de la chimie quantique computationnelle
d’autre part, peu de travaux existent.
Supposons qu’on veuille re´soudre des EDP ou trouver des valeurs propres
et fonctions propres (diagonaliser) des ope´rateurs intervenant dans des EDP.
On emploie alors des algorithmes de calcul dont la justification repose sur
une analyse classique (a priori) qui e´tudie le comportement asymptotique de
la solution discre`te en fonction de la discre´tisation spatio-temporelle choisie ;
le re´sultat typique d’une telle analyse est un the´ore`me de convergence qui
montre qu’au fur et a` mesure que la discre´tisation s’affine l’algorithme choisi
converge vers la bonne solution. Cette analyse donne aussi e´ventuellement di-
verses estimations asymptotiques sur la vitesse de convergence. Bien que tre`s
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utiles, ces estimations ne sont pas suffisantes lorsque la base de discre´tisation
est difficile a` affiner davantage a` cause d’un couˆt e´leve´ (par exemple dans
le cas des proble`mes aux valeurs propres qui sont de complexite´ cubique)
ou encore lorsqu’on ne sait justement pas ou` affiner d’une fac¸on optimale. Il
apparaˆıt alors le besoin d’un outil pour appre´cier la fiabilite´ du calcul fait.
C’est dans ce contexte qu’on s’inte´resse a` des proce´de´s qui puissent quantifier
la confiance que l’on peut avoir dans le re´sultat d’un calcul nume´rique.
Une re´ponse possible est donne´e par les me´thodes a posteriori. Supposons
qu’on ait re´solu nume´riquement le proble`me et qu’on soit en possession d’une
solution approche´e. L’analyse a posteriori nous permet alors de construire
certaines quantite´s qui de´pendent seulement des donne´es de sortie (notre
solution approche´e) et qui nous aident a` valider quantitativement le re´sultat ;
lorsque ces quantite´s sont des estimations d’erreur globales on aura obtenu
un crite`re pratique d’arreˆt (on ve´rifie que l’on a atteint la pre´cision voulue),
et lorsque ce sont des estimations d’erreur locales on aura des indications
sur les parties de l’espace continu qu’il faut discre´tiser davantage (dans une
perspective adaptative).
Afin d’e´tudier l’applicabilite´ des techniques d’estimation d’erreur a poste-
riori au cadre spe´cifique de la chimie quantique, deux e´tudes ont e´te´ mene´es :
tout d’abord pour des estimations de calculs de solution d’un proble`me
nucle´aire [45, 46] et ensuite sur la de´termination explicite de bornes pre´cises
sur des valeurs propres pour des proble`mes de type Hartree-Fock [48].
3.2 Analyse a posteriori du proce´de´ de re´duction
adiabatique
Un des proble`mes rencontre´s dans le calcul scientifique en chimie quan-
tique est la recherche des valeurs propres /fonctions propres de l’Hamiltonien
nucle´aire ayant une e´nergie plus petite qu’une valeur fixe´e a` l’avance, ce qui
dans le langage des chimistes revient a` de´terminer l’e´tat fondamental et les
premiers e´tats excite´s (de vibration / rotation). Le nombre de variables inter-
venant dans ce proble`me est important et comme de plus on s’inte´resse a` un
spectre assez large, la taille de la base de discre´tisation est grande a` un point
tel qu’elle interdit souvent tout calcul. Comme il s’agit d’un algorithme de
diagonalisation (donc de complexite´ ge´ne´rique cubique dans la dimension de
l’espace de discre´tisation) re´duire la base de discre´tisation se traduit par de
gains importants en efficacite´. La re´duction adiabatique (pseudo-)spectrale
est l’un de ces proce´de´s, largement utilise´ dans la pratique. Faute d’explica-
tion the´orique, beaucoup d’empirisme existe sur ce type d’approche.
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Le proce´de´ de re´duction adiabatique permet de construire des approxi-
mations (ψδ, λδ) des e´le´ments propres (ψ, λ) du Hamiltonien nucle´aire H. Ici
δ parame`trise la finesse de l’approximation. Notre travail dans [45] et [46]
pre´sente une e´tude mathe´matique rigoureuse de cette approximation en don-
nant une majoration (optimale) de l’erreur ‖ψ−ψδ‖L2 + |λ−λδ|. Cette e´tude
est poursuivie par une analyse a posteriori qui nous permet de proposer un
estimateur a posteriori e´crit sous la forme :
f(ψδ, λδ)− g(ψδ, λδ) ≤ ‖ψ − ψδ‖L2 + |λ− λδ| ≤ f(ψδ, λδ) + g(ψδ, λδ),
ou` f est une fonction a` calculer explicitement a` partir seulement des ap-
proximations connues (ψδ, λδ) du proble`me initial et g(ψδ, λδ) est une erreur
inde´pendante du proce´de´ de re´duction adiabatique et qui est petite (par rap-
port a` f) dans les cas qui nous inte´ressent. Cet indicateur d’erreur peut servir
a` ve´rifier l’hypothe`se d’adiabaticite´ faite sur certaines variables et qui consti-
tue la base du processus d’approximation. Le travail the´orique a e´te´ confirme´
lors des simulations nume´riques.
3.3 Analyse a posteriori du proble`me de Hartree-
Fock
Lors des calculs de structure e´lectronique, l’e´quation de Schro¨dinger inde´-
pendante du temps qui mode´lise le comportement d’un syste`me quantique
est souvent remplace´e (pour des raisons d’efficacite´ nume´rique) par des ap-
proximations comme la the´orie de la fonctionnelle de la densite´ ou l’e´quation
de Hartree-Fock.
Cette dernie`re formulation s’e´crit comme le proble`me de minimisation de
l’e´nergie de Hartree-Fock EHF (1.10) par rapport aux fonctions Φ ∈ K. Le
proble`me peut alors s’e´crire sous la forme d’une e´quation d’Euler-Lagrange
et eˆtre re´solu par des techniques spe´cifiques (voir [13, 14, 15] pour plus
de de´tails sur les me´thodes disponibles). Notons par Φ0 la solution exacte
de ce proble`me (qu’on suppose unique) et par Φ une approximation de
cette solution obtenue par une technique nume´rique faisant intervenir une
discre´tisation de l’espace de recherche. Il convient de noter ici que les bases
de discre´tisation utilise´es par les chimistes sont tre`s spe´cifiques au cadre
quantique et que peu de re´sultats existent sur les proprie´te´s d’approximation
de ces bases. Il est donc utile de pouvoir quantifier l’erreur d’approximation
au moins par une technique a posteriori. Un re´sultat de ce type a donc e´te´
obtenu dans [48]. Il s’e´crit :
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Theore`me 3.3.1 Soit Φ0 un minimiseur de E
HF et Φ ∈ (H1(R3))Npe ∩ K
une approximation (discre`te) de Φ0 obtenue par une calcul pre´alable ; notons
par ² = min{‖UΦ0−Φ‖(L2(R3))Npe ;U ∈ U(Npe)} la “distance” entre Φ et Φ0.
Alors, sous les hypothe`ses de´taille´es en [48, e´quation (25)] il existe η > 0
tel que pour tout Φ ∈ (H1(R3))Npe ∩ K tel que ² ≤ η il existe Φˆ de´termine´
seulement a` partir de Φ tel que
2EHF (Φˆ)− EHF (Φ) +O(²4) ≤ EHF (Φ0) ≤ E
HF (Φ). (3.1)
Par ailleurs, Φˆ a les proprie´te´s suivantes :
‖Φˆ− Φ0‖(H1(R3))Npe ≤ c1‖Φ− Φ0‖
2
(H1(R3))Npe
, (3.2)
|EHF (Φ0)− E
HF (Φˆ)| ≤ c2|E
HF (Φ0)− E
HF (Φ)|2. (3.3)
ou` les constantes c1,c2 de´pendent seulement de Φ0.
Il est inte´ressant de remarquer que dans ce contexte la construction des
bornes a posteriori nous fournit aussi une proce´dure ite´rative d’acce´le´ration
de la convergence Φ → Φˆ. En ceci, la me´thode s’apparente a` des sche´mas
d’optimisation de type Newton qui, employe´s se´quentiellement autour du
minimum, donnent lieu a` des convergences quadratiques.
3.4 Algorithmes de convergence quadratiques
Dans le cadre de la the´orie de la matrice de densite´, le formalisme de
Kohn-Sham e´tendu conduit au proble`me de minimisation d’une e´nergie ex-
prime´e dans une base de discre´tisation {hi}1≤i≤Nb par :
EKS(D) = 2Tr(hD) + Tr(J(D)D) + Exc(D) (3.4)
ou` h est l’Hamiltonien de coeur, J l’ope´rateur de Coulomb et Exc l’e´nergie
d’e´change-corre´lation. L’optimisation se fait sur l’ensemble des matrices den-
site´s admissibles P˜
P˜ = {D ∈Ms(Nb), DSD ≤ D, Tr(SD) = Npe} (3.5)
ou` Npe est le nombre de paires d’e´lectrons et S la matrice de recouvre-
ment de la base discre`te {hi}1≤i≤Nb . Ici Ms(Nb) de´signe l’espace des matrices
syme´triques de dimension Nb.
Dans le cas du proble`me de Kohn-Sham original, non e´tendu, ou` la
matrice D correspond a` un projecteur i.e. lorsque les valeurs propres de
S1/2DS1/2 sont soit 0 soit 1, des algorithmes efficaces de re´solution du proble`me
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d’optimisation existent qui traitent non seulement les e´tapes initiales de la
minimisation[13, 14, 15], lorsque l’ite´re´ est encore loin de la solution, mais
aussi les e´tapes finales ou` l’ite´re´ courant est dans un “voisinage” de la so-
lution [4]. En collaboration avec Eric Cance`s, Konstantin Kudin et Gustavo
Scuseria, nous avons e´tendu dans [21] ces algorithmes au cas ou` la solution
du proble`me de Kohn-Sham donne lieu a` des “occupations partielles” (i.e. il
existe des valeurs propres de S1/2DS1/2 strictement entre 0 et 1) et ce sur-
tout dans le but d’ame´liorer la convergence des e´tapes finales de l’algorithme.
Notre choix s’est porte´ naturellement vers un algorithme de type Newton qui
permet d’obtenir une convergence tre`s rapide lors des dernie`res e´tapes de l’al-
gorithme. Chaque pas de Newton requiert la re´solution d’un syste`me line´aire,
imple´mente´e par un gradient conjugue´. Chaque pas du gradient conjugue´
ne´cessite a` son tour une ope´ration line´aire sur l’espace des projecteurs D
dont le couˆt est e´quivalent a` un assemblage de la matrice de Fock. Il est a`
noter que ces ope´rations e´le´mentaires sont de´ja` imple´mente´es dans les codes
de chimie quantique et ne demandent donc pas de de´veloppement spe´cifique.
L’efficacite´ de la me´thode est donc donne´e par le total nombre d’ite´rations
ne´cessaires pour la convergence du gradient conjugue´ qui est de l’ordre de
40 a` 60 pour la totalite´ des pas de Newton. Ceci repre´sente une ame´lioration
de un a` deux ordres de grandeur par rapport aux me´thodes existantes. Ce
re´sultat pourrait encore eˆtre ame´liore´ en utilisant un pre´conditionneur mieux
adapte´.
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Chapitre 4
Me´thodes paralle`les pour les
e´quations de´pendantes du
temps : le sche´ma parare´el
4.1 Motivation et notations
Une imple´mentation du concept de de´composition de domaine en temps
pour les e´quations d’e´volution, a e´te´ propose´ dans [40] ou` on a montre´ que
la combinaison d’une re´solution fine et d’une re´solution grossie`re permet une
approche plus efficace sur les architectures paralle`les. Cette proce´dure, ayant
pour but de permettre un temps “physique” de calcul moindre, est oriente´
vers les applications en temps re´el, ce qui a donne´ le nom de “sche´ma pa-
rare´el” a` la me´thode. Depuis, ce sche´ma a fait l’objet d’e´tudes comple´mentaires
et une pre´sentation sous la forme d’un algorithme pre´dicteur-correcteur a e´te´
faite en [5, 7, 51]. C’est cette formulation qui sera pre´sente´e ci-dessous. Il
faut aussi mentionner qu’une interpre´tation matricielle du sche´ma a e´te´ in-
troduite dans [47], ce qui permet de voir la me´thodologie parare´elle comme
un pre´conditionneur.
Conside´rons comme exemple l’EDP
∂u
∂t
+ Au = 0, sur l’intervalle de temps [0, T ], (4.1)
ou` A est un ope´rateur, line´aire ou non, d’un espace d’Hilbert V dans lui
meˆme. On prend pour cette e´quation la donne´e initiale u(t = 0) = u0 et
des conditions aux limites qu’on suppose contenues implicitement dans la
formulation du proble`me et la de´finition de l’espace V .
Il est connu que, quand elle existe, la solution de cette EDP peut eˆtre
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e´crite comme
u(t) = Et;0(u0; 0), (4.2)
et qu’on a la proprie´te´ de semigroupe suivante pour tout T ∗, 0 ≤ T ∗ ≤ t,
u(t) = Et;T ∗(ET ∗;0(u0; 0);T
∗) (4.3)
qui formalise la nature se´quentielle de ce proble`me de Cauchy.
Associe´ a` cet ope´rateur formel, la re´solution nume´rique du proble`me (4.1)
conduit a` l’ope´rateur (solveur) approche´ F base´ sur un sche´ma de discre´tisa-
tion d’ordre m avec le pas de temps δt. En plus de la discre´tisation en temps,
il peut intervenir une discre´tisation en espace (de parame`tre δx et ordre ν)
ce qui nous conduit a` une erreur de l’ordre de δtm + δxν pour tout temps
final T .
4.2 Le sche´ma parare´el pour la re´solution des
proble`mes d’e´volution
Supposons qu’on se donne un intervalle de temps ∆T >> δt et qu’on soit
inte´resse´ a` l’ensemble “d’instantane´s” {u(Tn)}0≤n≤N ou` Tn = n∆T . L’ap-
proximation canonique de ces valeurs est donne´e par {λn = Fn∆T (u0; 0)}0≤n≤N
(donc λ0 = u0). Comme dans (4.3) on note que
λn = F∆T (λn−1;Tn−1). (4.4)
L’algorithme parare´el permet de de´finir ite´rativement une suite λkn qui
converge vers λn quand k tend vers l’infini. Il fait intervenir un solveur gros-
sier G, moins pre´cis que F , mais aussi moins couˆteux. Il peut eˆtre construit
par exemple a` partir du pas de temps ∆T (ou de n’importe quel autre pas de
temps plus grossier que δt) mais aussi en combinaison avec une discre´tisation
plus grossie`re en espace ∆X comme propose´ dans [40] (voir aussi [29]) ou
meˆme encore a` partir d’un mode`le physique plus simple, comme imple´mente´
dans [5, 50]. Les hypothe`ses qui sont faites sont que
– ‖D(F∆T−G∆T )‖ ≤ cε∆T ou` ε de´pend de ∆T , δt, ∆X et δx et converge
vers ze´ro lorsque ∆T , et ∆X convergent vers ze´ro. Le symboleD de´note
la diffe´rentielle par rapport a` la premie`re variable.
– ‖DG∆T‖ ≤ c.
Dans l’algorithme parare´el la suite λkn, k ≥ 1 est de´termine´e a` partir de
λ0n = Gn∆T (u0; 0) par
λkn = G∆T (λ
k
n−1;Tn−1) + F∆T (λ
k−1
n−1;Tn−1)− G∆T (λ
k−1
n−1;Tn−1). (4.5)
33
et on peut prouver l’estimation d’erreur suivante
‖λn − λ
k
n‖ ≤ C
n∑
m=k
(n
m
)
‖D(F∆T − G∆T )‖
m‖DG∆T‖
n−m. (4.6)
ou` encore
max
0≤n≤N
‖λn − λ
k
n‖ ≤ C(T )ε
k. (4.7)
On renvoie a` [6, 28, 63] pour d’autres conside´rations sur la stabilite´ et les
proprie´te´s d’approximation du sche´ma parare´el.
Nous avons introduit et adapte´ ce sche´ma dans divers cas de proble`mes
d’e´volution : dans [40] pour des proble`mes paraboliques (line´aires et non-
line´aires), dans [50, 77] pour des proble`mes d’e´volution intervenant dans les
simulations de controˆle en chimie quantique (voir les e´quations (5.23)-(5.25)
au Chapitre 5), dans [5] pour des proble`mes de dynamique mole´culaire et
re´cemment dans [51] en couplage avec des techniques de de´composition de
domaine en espace.
4.3 Formulation matricielle du sche´ma parare´el
et re´solution de proble`mes de controˆle
Pour utiliser le sche´ma parare´el dans la re´solution de proble`mes de controˆle,
il est possible, d’une part, de l’utiliser pour acce´le´rer la re´solution des e´quations
d’e´volution (directe et/ou adjointe) ou d’autre part de reformuler la strate´gie
parare´elle comme un pre´conditionneur et de la combiner avec les ite´rations
de recherche du controˆle lui-meˆme. On conside`re le proble`me de controˆle
∂u
∂t
+ Au = Bv
u(0) = u0
(4.8)
ou` v est un controˆle d’un espace U , et B est un ope´rateur de L(U ;V ′). Ce
proble`me est comple´te´ par la donne´e de la fonctionnelle de couˆt
J (v) =
1
2
∫ T
0
‖v(t)‖2Udt+
α
2
‖u(T )− uT‖2, (4.9)
ou` α > 0 et uT est une cible. On introduit les fonctions {u0, u1, ..., un, ..., uN−1}
telles que un soit la solution de
∂un
∂t
+ Aun = Bvn, sur (Tn, Tn+1)
un(T
+
n ) = λn
(4.10)
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pour tout n = 0, ..., N − 1. Il est clair que l’ensemble {u0, u1, ..., un, ..., uN−1}
est lie´ a` la solution u du proble`me initial (4.8) si pour tout n = 0, ..., N − 1
on a
vn = v|(Tn,Tn+1) et λn = un−1(T
−
n ) avec u−1(0) = u
0. (4.11)
On peut ainsi interpre´ter dans (4.10) λn comme un controˆle virtuel (a` la
J.L.Lions [39]) ce qui ame`ne a` introduire une nouvelle fonctionnelle de couˆt
Jε(v,Λ)
Jε(v,Λ) =
1
2
∫ T
0
‖v(t)‖2Udt+
α
2
‖uN−1(T )− u
T‖2 +
1
2ε∆T
∑N−1
n=1 ‖un−1(T
−
n )− λn‖
2, (4.12)
ou` Λ = {λ0 = u
0, ..., λn, ..., λN−1} et ε > 0 est petit. La me´thode du gradient
pour minimiser Jε conduit a` introduire les e´tats adjoints pn, n = N − 1, ..., 0
solutions de
∂pN−1
∂t
+ A∗pN−1 = 0 sur (TN−1, TN ),
pN−1(T ) = α(uN−1(T )− u
T ),
(4.13)
et 
∂pn
∂t
+ A∗pn = 0 sur (Tn, Tn+1),
pn(T
−
n+1) =
1
ε∆T
(un(T
−
n+1)− λn+1).
(4.14)
On a alors
δJε(v,Λ)(δv, δΛ) =
N−1∑
n=0
∫ Tn+1
Tn
(vn +B
∗pn, δvn)U
+
N−1∑
n=1
(pn(T
+
n )− pn−1(T
−
n ), δλn). (4.15)
Si on suppose ukn, p
k
n, v
k
n, λ
k
n connus, on obtient la proce´dure de gradient (pour
ρ > 0 a` choisir) :{
vk+1n = v
k
n − ρ(v
k
n +B
∗pkn) in (Tn, Tn+1), n = 0, ..., N − 1
λk+1n = λ
k
n − ρ(p
k
n(T
+
n )− p
k
n−1(T
−
n )), n = 1, ..., N − 1.
(4.16)
Il est a` remarquer que la convergence de cette proce´dure de´pend de N (sou-
vent assez grand) — et ce, inde´pendamment du ve´ritable controˆle v — et
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donc qu’il convient de l’acce´le´rer si l’on souhaite profiter de la de´composition
en temps.
C’est la` qu’intervient la proce´dure en temps parare´elle que l’on peut ex-
pliquer de´ja` sur le proble`me sans controˆle
∂u
∂t
+ Au = 0
u(0) = u0
(4.17)
pour lequel il ne reste que le controˆle virtuel dans la fonctionnelle de couˆt :
J˜ (Λ) =
N−1∑
n=1
‖un−1(T
−
n )− λn‖
2.
On note alors que la succession de la re´solution des proble`mes (4.10) avec
B = 0 est e´quivalente a` la re´solution du proble`me initial (4.17) si et seulement
si λn = F∆T (λn−1, Tn−1) ou encore, sous forme matricielle,
M∗MΛ = M ∗f (4.18)
si on note Fk = F∆T (·, Tk), k = 0, ...N − 1 et :
M =

Id 0 . . . 0
−F1 Id 0 ...
...
. . . . . . ...
0 ... −FN−2 Id
 , Λ =

λ1
λ2
...
λN−1
 , f =

F0ψ0
0
...
0
 .
Pour le proble`me de controˆle virtuel, on remarque que la re´solution de (4.18)
s’e´crit δJ˜ (Λ) = 0. On remarque e´galement que le saut pkn(T
+
n ) − p
k
n−1(T
−
n )
dans le proble`me adjoint est e´gal au re´sidu de (4.18). Ce syste`me, sous forme
d’une matrice triangulaire infe´rieure, peut eˆtre inverse´ en O(N) ope´rations.
Notons Gk = G∆T (·, Tk) et
M˜ =

Id 0 . . . 0
−G1 Id 0 ...
...
. . . . . . ...
0 ... −GN−2 Id
 .
On remarque que l’e´quation d’e´volution (4.17) peut s’e´crire aussi comme
MΛ = f et que le sche´ma parare´el permet d’acce´le´rer sa re´solution en
construisant une suite Λk (qui converge vers la solution de ce proble`me) par
Λk+1 = Λk +M˜−1(f −MΛk). Les bonnes proprie´te´s du sche´ma parare´el nous
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sugge`rent que M˜−1 doit eˆtre un bon pre´conditionneur de M . On pre´tend
alors que M˜−1(M˜−1)∗ est un bon pre´conditionneur de M ∗ M et on propose
une me´thode de gradient pre´conditionne´ pour re´soudre (4.18) :
vk+1n = v
k
n − ρv
∂Jε
∂v
(vkn) (4.19)
Λk+1 = Λk − ρΛM˜
−1M˜∗−1(M∗MΛ−M ∗f) (4.20)
= Λk − ρΛM˜
−1M˜∗−1
{
χkn(T
+
n )− χ
k
n−1(T
−
n )
}N−1
n=1
,
pour ρv > 0, ρΛ > 0.
Cette approche a e´te´ teste´e dans [47] sur un proble`me de controˆle dis-
tribue´ d’une e´quation parabolique line´aire ; des imple´mentations dans des
cas plus complexes (controˆle non line´aire d’une e´quation hyperbolique) sont
actuellement a` l’e´tude.
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Chapitre 5
Le controˆle des phe´nome`nes
quantiques
Mes recherches sur le controˆle des phe´nome`nes quantiques ont de´bute´
pendant ma the`se et constituent toujours un de mes principaux domaines
d’inte´reˆt. Bien suˆr, les the`mes aborde´s ont e´volue´ avec le temps, ce qui
m’ame`ne a` les pre´senter en sections individuelles pour une meilleure visi-
bilite´, meˆme si parfois le choix d’une section de rattachement est difficile a`
faire.
5.1 Perspective historique et mode`le
Avec le de´veloppement des lasers, un inte´reˆt naturel est apparu pour
employer cette technologie afin de controˆler la matie`re au niveau quantique
(par opposition aux me´thodes classiques telles que la tempe´rature, la pres-
sion . . . ). La recherche en controˆle par laser, a connu une acce´le´ration dans
les anne´es 80 et surtout apre`s les premiers re´sultats expe´rimentaux positifs
[2, 37, 82, 11, 10, 32, 35] qui ont confirme´ le besoin d’outils rigoureux venus
de la science de l’inge´nieur. Dans un tel contexte les e´chelles de temps sont
de l’ordre de la femtoseconde (10−15) - picoseconde (10−12) et les e´chelles en
espace varient de la taille d’un ou deux atomes jusqu’a` la taille de mole´cules
polyatomiques et structures me´talliques.
Historiquement les premie`res applications envisage´es ont e´te´ la dissocia-
tion des liaisons chimiques et la se´paration isotopique. Meˆme si initialement
seulement des mole´cules tre`s simples (bi-atomiques) ont e´te´ conside´re´es, les
avance´es the´oriques ont permis d’aborder des syste`mes plus complexes. Par
exemple dans [2] les auteurs conside`rent la dissociation de liaisons chimiques
dans un syste`me organo-me´tallique CpFe(CO)2Cl (Cp e´tant l’ion cyclopen-
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tadienyl) en maximisant ou minimisant le quotient d’ions de CpFeCOCl+
obtenus par rapport aux ions FeCl+.
Ulte´rieurement des applications pour des mole´cules poly-atomiques dans
des champs laser forts ont e´te´ aussi propose´es. Par exemple dans [37] les
mole´cules conside´re´es sont l’ace´tone (CH3)2CO, la trifluoroace´tone CH3-
COCF3 et l’ace´tophe`none C6H5COCH3. En utilisant des lasers adapte´s, il
est possible d’obtenir CH3CO a` partir de (CH3)2CO, CF3 (ou CH3) a` partir
de CH3COCF3 mais aussi C6H5CH3 (tolue`ne) a` partir de C6H5COCH3.
Mais les applications du controˆle par laser ne s’arreˆtent pas la`. La ge´ne´-
ration d’harmoniques hautes (High Harmonic Generation) [12] permet d’ob-
tenir des lasers de fre´quence e´leve´e a` l’aide d’impulsions de moindre fre´quence
utilise´es en entre´e. Par ailleurs, la manipulation des e´tats quantiques des
atomes et mole´cules permet d’envisager la construction d’ordinateurs quan-
tiques [24, 62] dont les portes logiques seraient des transformations (re´alise´es
par des lasers ou d’autres interactions) sur des syste`mes quantiques. L’infor-
mation serait alors stocke´e dans l’e´tat de ces syste`mes.
D’autres exemples d’applications vont de l’obtention de la fluorescence
induite par laser jusqu’au controˆle du comportement des mole´cules d’inte´reˆt
pour la biologie. Une approche diffe´rente traite des interactions a` plus courte
e´chelle de temps et faisant intervenir des lasers de tre`s forte intensite´ qui
ne sont plus dans le re´gime perturbatif. Dans ce cas l’approximation de
Born-Oppenheimer n’est plus valide et on peut obtenir des informations
de nature quantique sur l’e´volution des noyaux (et leurs composants e.g.
les protons) lors des re´actions chimiques. Ici la simulation nume´rique doit
eˆtre comple´mente´e par une compre´hension tre`s fine de la physique. Au dela`
de la chimie, ces analyses sont importantes dans la physique des nouvelles
ge´ne´rations de lasers. On invite le lecteur a` se reporter a` [9] pour plus de
de´tails.
En pratique, le re´sultat d’une expe´rience de controˆle par laser est mesure´
en termes des observables quantiques associe´es aux ope´rateurs Hamiltoniens
agissant sur le syste`me. Le processus de controˆle consiste a` diriger, a` partir
d’un e´tat initial donne´, la fonction d’onde du syste`me vers un e´tat final
convenable, le controˆle e´tant le champ laser (de´pendent du temps) a` choisir.
Chaque situation de controˆle ne´cessite un mode`le the´orique. Dans ce cha-
pitre, on conside`re que le syste`me a` controˆler peut eˆtre caracte´rise´ par sa
fonction d’onde Ψ(x, t). Conside´rons un syste`me quantique qui e´volue a` par-
tir d’un e´tat initial Ψ(x, t = 0) = Ψ0(x). En l’absence de toute interaction
exte´rieure, l’e´volution de la fonction d’e´tat Ψ(x, t) est donne´e par l’e´quation
de Schro¨dinger qui fait intervenir un Hamiltonien interne H0. Par hypothe`se
H0 ne produit pas l’e´tat final souhaite´ ; pour atteindre les objectifs pro-
pose´s il faut alors introduire une interaction externe, i.e. le controˆle, qui sera
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ici mode´lise´ par un ope´rateur C(x, t) = −µ(x)²(t) ou` µ(x) est l’ope´rateur
moment dipolaire et ²(t) est le champ e´lectrique (d’autres mode`les, d’ordre
supe´rieur en ² peuvent eˆtre conside´re´s, voir par exemple [3, 25, 26, 27]).
L’e´quation d’e´volution du syste`me s’e´crit donc :
{
i ∂
∂t
Ψ(x, t) = (H0 − ²(t)µ)Ψ(x, t)
Ψ(x, t = 0) = Ψ0(x).
(5.1)
On peut supposer ge´ne´ralement que l’ope´rateur moment dipolaire µ(x)
est connu (sauf pour les proble`mes inverses d’identification du Hamiltonien,
voir Section 7.2.2) et inde´pendant du temps. Le controˆle est donc la “loi de
controˆle” ²(t) du champ e´lectrique ; celle-ci peut eˆtre modifie´e afin d’attendre
la cible. Sans entrer dans les de´tails, on peut dire que les contraintes phy-
siques (e.g. norme L2 pas trop e´leve´e) sur l’intensite´ ²(t) ne sont pas d’emble´e
trop restrictives et donc que la difficulte´ du proble`me se situe plutoˆt dans
l’obtention d’un champ e´lectrique qui ame`ne le syste`me vers un e´tat final en
ade´quation avec le but recherche´.
Une fois la cible fixe´e, peu d’intuition existe aujourd’hui sur comment
concevoir le champ qui atteint cette cible. Ce manque d’intuition a conduit
a` l’introduction d’outils mathe´matiques de la the´orie du controˆle optimal et
de l’optimisation qui se sont ave´re´s fructueux. Ces outils seront approfondis
en de´tail dans la section 5.5. Le lecteur inte´resse´ par une pre´sentation plus
de´taille´e du contexte du controˆle par laser peut consulter notre contribution
[57].
5.2 Controˆlabilite´ en dimension infinie
Avant d’attaquer le calcul de la loi du controˆle ²(t), il est naturel de s’in-
terroger sur le caracte`re bien pose´ du proble`me de controˆle quantique i.e.
savoir s’il existe un controˆle qui assure que la cible et d’autres e´ventuelles
conditions auxiliaires soient (pre´cise´ment) atteintes. Meˆme si la re´ponse a`
cette question est ne´gative, on peut toujours de´cider d’eˆtre satisfait d’at-
teindre les objectifs seulement partiellement par les techniques du controˆle
optimal.
L’e´tude de la controˆlabilite´ de l’e´quation (5.1) concerne l’identification
de l’ensemble des e´tats finaux ψ(T ) qui peuvent eˆtre obtenus a` partir d’un
e´tat initial ψ0 pour tous les controˆles (admissibles). A ce jour, les re´sultats
disponibles en dimension finie et infinie sont tre`s contraste´s : alors que la
controˆlabilite´ est raisonnablement comprise pour les syste`mes de dimension
finie, il n’y a pas de re´sultats positifs en dimension infinie.
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Il faut noter que la norme L2 de ψ(t) est conserve´e pendant toute l’e´volution
du syste`me :
‖ψ(x, t)‖L2x(Rγ) = ‖ψ0‖L2(Rγ), ∀t > 0, (5.2)
donc l’e´tat ψ(x, t) e´volue sur la sphe`re complexe unite´
S =
{
ψ ∈ L2(Rγ) : ‖ψ‖L2(Rγ) = 1
}
selon l’e´quation de Schro¨dinger (5.1) a` partir de l’e´tat initial ψ0 vers un
certain e´tat final ψ(T ) (ici γ est la dimension de la variable d’espace x).
Les seuls re´sultats de controˆlabilite´ en dimension infinie concernant l’e´quation
(5.1) sont ne´gatifs. On a ainsi pu montrer (voir par exemple Thm. 1 du [74]
ou aussi [8, 66]) :
Theore`me 5.2.1 Soit µ un ope´rateur borne´ de l’espace de Sobolev H2x(R
γ)
dans lui-meˆme et supposons que H0 ge´ne`re un semigroup C
0 d’ope´rateurs
line´aires sur H2x(R
γ). Notons par ψ²(x, t) la solution de (5.1). Alors l’en-
semble des e´tats atteignables a` partir de ψ0 de´fini par
AS = ∪T>0{ψ²(x, T ); ²(t) ∈ L
2([0, T ])} (5.3)
est contenu dans une union de´nombrable de sous-ensembles compacts de
H2x(R
γ). En particulier son comple´mentaire dans S : N = S \ AS est dense
partout dans S. La meˆme conclusion peut eˆtre obtenue pour le comple´mentaire
dans S ∩H2x(R
γ).
Ce the´ore`me implique que pour tout ψ0 ∈ H
2
x(R
γ) ∩ S, dans tout ensemble
ouvert contenant l’e´tat (arbitraire) ψ ∈ H2x(R
γ) ∩ S il existe un e´tat non-
atteignable a` partir de ψ0 avec des controˆles L
2.
Remarque 5.2.2 Nous pensons que le manque de re´sultats positifs de controˆ-
labilite´ en comple´ment du Thm. 5.2.1 doit eˆtre regarde´ comme une mauvaise
adaptation des outils actuels de la the´orie du controˆle et non comme le reflet
d’une restriction physique. Des outils et concepts nouveaux pourront aboutir
dans le futur, surtout tenant compte du fait que des re´sultats positifs sont
disponibles en dimension finie (voir ci-dessous).
5.3 Controˆlabilite´ en dimension finie
5.3.1 Notations
Soit D = {ψi(x); i = 1, .., N} une base orthonormale pour un espace de
dimension finie inclus dans L2(Rγ) qui nous inte´resse (par exemple l’espace
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vectoriel engendre´ par les premiers e´tats propres de l’Hamiltonien interne H0
de l’Eqn. (5.1)). Notons par M l’espace line´aire engendre´ par D, et soient
A et B les matrices des ope´rateurs −iH0 et −iµ respectivement, par rap-
port a` cette base. Afin d’exclure des cas triviaux, on suppose que [A,B] 6= 0
(rappellons que le crochet de Lie [·, ·] est de´fini comme [U, V ] = UV − V U).
Remarquons que comme H0 et µ sont des ope´rateurs auto-adjoints, les ma-
trices A et B sont antihermitiennes.
Notons par c²(t) = (c²i(t))
N
i=1 les coefficients de ψi(x) dans l’e´quation
d’e´tat ψ(t, x) =
∑N
i=1 c²i(t)ψi(x) ; alors l’e´quation (5.1) se lit{
d
dt
c²(t) = Ac²(t)− ²(t)Bc²(t)
c²(t = 0) = c0
(5.4)
c0 = (c0i)
N
i=1, c0i =< ψ0, ψi >L2(Rγ) (5.5)
Il faut observer que, en raison de la loi de conservation (5.2), le syste`me
(5.4) e´volue sur la sphe`re unite´ SN de L
2(Rγ) ∩M , ce qui s’e´crit :
N∑
i=1
|c²i(t)|
2 = 1, ∀t ≥ 0. (5.6)
Remarquons que la solution c²(t) de l’e´quation (5.4) peut eˆtre e´crite
c²(t) = U²(t)c0, (5.7)
ou` le propagateur en temps U²(t) est la solution du proble`me suivant{
d
dt
U²(t) = AU²(t)− ²(t)BU²(t)
U²(t = 0) = IN×N .
(5.8)
La matrice U(t) e´volue dans le groupe de Lie des matrices unitaires U(N),
ou, si les deux matrices A et B sont de trace nulle, dans le groupe de Lie des
matrices unitaires spe´ciales SU(N) (i.e. dont le de´terminant est e´gal a` 1).
De´finition Notons par U l’ensemble de toutes les lois de controˆle admis-
sibles ²(t). Le syste`me de´crit par l’e´tat c²(t) est appele´ controˆlable si, pour
deux e´le´ments quelconques ci, cf de SN il existe 0 < τ <∞ et ² ∈ U tels que
c²(t = τ) = cf , ou` c(t) satisfait (5.4) avec c²(t = 0) = ci.
5.3.2 Litte´rature existante : les me´thodes de groupes
de Lie
Soit U l’ensemble des fonctions continues par morceaux. Le re´sultat sui-
vant est bien connu :
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Theore`me 5.3.1 ([58]) Une condition suffisante pour la controˆlabilite´ du
syste`me quantique dans l’e´quation (5.4) est que l’alge`bre de Lie engendre´e
par A et B soit de dimension N 2 (comme espace vectoriel re´el).
De plus, si les deux matrices A et B sont de trace nulle, alors une condi-
tion suffisante pour la controˆlabilite´ du syste`me est que l’alge`bre de Lie en-
gendre´e par A et B soit de dimension N 2 − 1.
Un re´sultat encore plus pre´cis peut eˆtre formule´ a` partir du Thm. 5.3.1
Theore`me 5.3.2 ([1]) Le syste`me est controˆlable si et seulement si l’alge`bre
de Lie engendre´e par A et B est isomorphe (conjugue´) a` l’alge`bre symplec-
tique1 sp(N
2
) ou a` l’alge`bre des matrices anti-hermitiennes de trace nulle
su(N), si la dimension N est paire, ou a` su(N), si la dimension N est
impaire.
Le the´ore`me 5.3.1 se preˆte a` une imple´mentation nume´rique : une fois
que les matrices A et B qui caracte´risent le syste`me sont donne´es, on peut
calculer l’alge`bre de Lie engendre´e et donc connaˆıtre sa dimension. Afin de fa-
ciliter l’utilisation de ces outils pour de´cider de la controˆlabilite´ des syste`mes
rencontre´s en pratique et calculer la dimension de l’alge`bre de Lie ge´ne´re´e
par un ensemble de matrices (anti-hermitiennes), nous avons mis en place un
service web en libre acce`s sur Internet [69].
Pourtant, a` l’exception des petits syste`mes, ce test peut devenir rapide-
ment tre`s cher en termes de temps de calcul ; des re´sultats comple´mentaires
sont donc ne´cessaires afin d’expliciter encore plus la relation entre la controˆ-
labilite´ du syste`me et la structure des matrices A et B. Une alternative serait,
comme dans [61, 30] de chercher des conditions suffisantes pour assurer que
l’alge`bre de Lie engendre´e par A et B soit U(N) (ou SU(N) selon le cas).
Une autre approche, dite du “graphe de connectivite´” [67, 78, 79, 66, 65] sera
de´crite dans ce qui suit. Les deux approches sont similaires en ce qu’elles
utilisent seulement des proprie´te´s ge´ne´riques des matrices A et B qui ne
ne´cessitent pas l’e´valuation pre´cise de chaque e´le´ment de ces matrices.
5.3.3 Re´sultats obtenus : me´thodes d’analyse via le
graphe de connectivite´
Cette approche, qu’on a introduite dans [72, 74] et de´veloppe´e dans [73,
78, 79], vise a e´tudier la controˆlabilite´ via la structure du Hamiltonien. On
1les e´le´ments M de cette alge`bre sont caracte´rise´s par les relations suivantes : M ∗+M =
0 et MT J + JM = 0 ou` J est une matrice unitairement e´quivalente a`
(
0 IN/2
−IN/2 0
)
ou`
IN/2 est la matrice identite´ de dimension N/2.
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se donne une base D = {ψi(x); i = 1, .., N} compose´e d’e´tats propres de
l’Hamiltonien interne H0, ce qui implique que la matrice A est diagonale
avec des e´le´ments purement imaginaires −iEk, ou` Ek sont les valeurs propres
de H0, k = 1, ..., N . On suppose aussi que les e´le´ments diagonaux de la
matrice B sont tous ze´ro (ce qui est souvent le cas en pratique). ce qui nous
conduit a` la structure suivante :
A = −i

E1 0
E2
. . .
0 En
 ; B = −i

0 b12 . . . b1N
b∗12 0 bij
...
... b∗ij
. . .
b∗1N · · · 0
 .
Supposons de plus qu’il n’y a pas de transitions de´ge´ne´re´es i.e.
|Ei − Ej| 6= |Ek − El| , i, j, k, l = 1, ..., n, i 6= j, k 6= l, {i, j} 6= {k, l}. (5.9)
La connectivite´ entre les e´tats {ψi; i = 1, ..., n} donne´e par les e´le´ments
bij, i, j = 1, ..., n est centrale pour la controˆlabilite´. La structure de B peut
eˆtre exprime´e avantageusement en introduisant le graphe G = (V,E) (voir
[23] pour une introduction a` la the´orie des graphes) : chaque e´tat est sommet
du graphe G et l’ensemble des areˆtes, note´ V = {ψ1, ..., ψN}, est de´fini de la
manie`re suivante : on introduit une areˆte entre deux sommets ψi et ψj lorsque
bij 6= 0, ce qui nous ame`ne a` l’e´criture E = {(ψi, ψi); bij 6= 0}. Deux e´tats
ψi et ψj sont dits connecte´s par un chemin s’il existe un ensemble d’areˆtes
commenc¸ant en ψi et finissant en ψj tel que chaque paire d’areˆtes successives
ont un sommet en commun. Le graphe G est dit connexe si chaque paire de
sommets sont connecte´s par un chemin du graphe.
Remarque 5.3.3 Il faut noter que le fait que G est connexe n’implique pas
que pour chaque paire de sommets les e´tats sont ne´cessairement connecte´es
directement (i.e. avec une areˆte directe). On illustre cette remarque par la
Figure 5.1 associe´e au syste`me
A = −i

1.1 0
2.3
3.05
0 4.6
 ; B = −i

0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 0 1
0 1 1 0
 . (5.10)
Ces de´finitions nous permettent de formuler le re´sultat suivant :
Theore`me 5.3.4 [78, 79] Supposons que le graphe G est connexe et que les
transitions du Hamiltonien interne sont non de´ge´ne´re´es au sens de l’e´quation (5.9).
Alors le syste`me (5.4) est controˆlable.
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Fig. 5.1 – Le graphe connexe associe´ a` la matrice B du syste`me dans
l’e´quation (5.10). A noter qu’il n’existe pas de chemin direct entre, par
exemple, ψ1 and ψ4.
L’originalite´ du The´ore`me 5.3.4 est de donner un re´sultat ge´ne´rique et fa-
cile a` interpre´ter : pour ve´rifier les conditions de connectivite´ et de transitions
non-de´ge´ne´re´es il est besoin uniquement de connaˆıtre les valeurs propres de
H0 et l’ensemble des e´le´ments non-nuls de B (et non, par exemple, la valeur
de ces e´le´ments) ; ce re´sultat permet ainsi d’obtenir des conclusions sur la
controˆlabilite´ du syste`me dans l’e´quation (5.4) meˆme en l’absence d’informa-
tions quantitatives sur celui-ci.
Remarque 5.3.5 Savoir que le syste`me est controˆlable ne fournit ge´ne´ralement
pas la forme du controˆle a` utiliser pour atteindre un e´tat donne´. Dans un
cadre plus restreint [67], lorsque le but du controˆle est de faire une redistribu-
tion des populations des e´tats propres, il est en plus possible de ge´ne´rer d’une
manie`re constructive les lois de controˆle a` partir des champ sinuso¨ıdaux de
fre´quences fixe´es.
Apre`s avoir vu des re´sultats positifs pour la controˆlabilite´, il est utile d’e´voquer
aussi les phe´nome`nes qui empeˆchent la controˆlabilite´. Meˆme si on ne dis-
pose pas aujourd’hui de re´ponses de´finitives, il semble que l’existence de lois
de conservation soit responsable de la perte de controˆlabilite´. Conside´rons,
comme dans [78], l’exemple suivant d’un syste`me a` 3-niveaux :
A =
 1 0 00 2 0
0 0 3
 , B =
 0 1 01 0 1
0 1 0
 , (5.11)
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et l’e´quation d’e´volution correspondante
i
d
dt
c²1(t) = c²1(t) + ²(t)c²2(t)
i
d
dt
c²2(t) = 2c²2(t) + ²(t)c²1(t) + ²(t)c²3(t)
i
d
dt
c²3(t) = 3c²3(t) + ²(t)c²2(t).
Ce syste`me est a` transitions de´ge´ne´re´es car E2−E1 = E3−E2. Apre`s examen
on peut identifier une “syme´trie cache´e”, car pour t > 0 et ²(t) ∈ L2([0, t]) :
|c²1(t)c²3(t)−
c²2(t)
2
2
| = |c²1(0)c²3(0)−
c²2(0)
2
2
|. (5.12)
Donc tout ψ(t) =
∑3
i=1 c²i(t)ψi(x) atteignable a` partir de ψ(0) =
∑3
i=1
c²i(0)ψi(x) doit satisfaire la contrainte (5.12). Par exemple, supposons qu’on
parte de l’e´tat fondamental ψ1 et qu’on veuille aller vers le premier e´tat
excite´ ψ2. On obtient pour ψ1 : |c²1(0)c²3(0) −
c²2(0)
2
2
| = |1 · 0 − 0
2
2
| = 0 et
pour ψ2 : |c²1(t)c²3(t)−
c²2(t)
2
2
| = |0 · 0− 1
2
2
| = 1
2
. Comme les deux quantite´s
sont diffe´rentes, ψ2 n’est pas atteignable a` partir de ψ1 et donc en particulier
le syste`me n’est pas controˆlable.
5.4 Discrimination optimale
5.4.1 Motivations et notations
Cette section pre´sente les re´sultats de controˆlabilite´ pour des syste`mes
quantiques inde´pendants obtenus dans [38, 68] dans le cadre d’une collabo-
ration avec H.Rabitz, B.Li et V.Ramakhrishna. Il s’agit, a` notre connaissance,
des premiers re´sultats spe´cifiques de controˆlabilite´ applique´s a` ce cadre.
Le fait de controˆler un syste`me peut eˆtre exprime´ comme une discrimina-
tion lorsque le champ de controˆle conduit la dynamique du syste`me quantique
vers le canal de re´action de´sire´ tout en s’assurant, au meˆme temps, que les
autres canaux possibles -mais inde´sirables- sont e´vite´s. Une application po-
tentielle des techniques de controˆle est la de´tection de certaines mole´cules
parmi d’autres mole´cules ayant des caracte´ristiques physico-chimiques simi-
laires. On appelle cette proce´dure “discrimination mole´culaire cohe´rente”.
Parmi les exemples inte´ressants de discrimination on peut inclure les grosses
mole´cules polyatomiques de nature chimique similaire ayant des spectres tre`s
proches.
Dans le cadre le plus simple, on peut conside´rer les mole´cules comme
inde´pendantes et n’interagissant pas entre elles ; ainsi l’e´tat initial ψ(0) est
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un produit ψ(0) =
∏L
`=1 ψ`(0), (L ≥ 2) d’e´tats ψ`(0) pour chaque espe`ce
mole´culaire. La controˆlabilite´ comple`te correspond a` la possibilite´ de diriger
simultane´ment chaque e´tat initial ψ`(0) vers une cible pre´de´finie (arbi-
traire) ψ`(T ) = ψ
target
` sous l’influence d’un seul champ laser ²(t), chaque
mole´cule e´voluant selon son propre e´quation de Schro¨dinger :
i~
∂
∂t
ψ`(t) = [H
`
0 − µ
` · ²(t)]ψ`(t). (5.13)
IciH`0 et µ
` sont respectivement le Hamiltonien libre et l’ope´rateur d’inter-
action dipolaire de la `-e`me mole´cule. Le but de notre e´tude est de donner des
conditions the´oriques suffisantes pour la controˆlabilite´, avec un unique champ
e´lectrique ²(t), de cet ensemble de L syste`mes quantiques inde´pendants.
Les crite`res font re´fe´rence a` un cadre de dimension finie ou`, pour tout
`, 1 ≤ ` ≤ L, l’Hamiltonien H `0 et l’ope´rateur de moment dipolaire µ
` sont
exprime´s par rapport a` une base d’e´tats propres des Hamiltoniens internes.
Soit D` = {ψ`i (x); i = 1, .., N`} l’ensemble des premiers N`, N` ≥ 3 e´tats
propres de l’Hamiltonien H `0 et soit A
` et B` les matrices des ope´rateurs
−iH`0 et −iµ
` respectivement, par rapport a` cette base. Afin d’exclure les
situations triviales on suppose que [A`, B`] 6= 0, ` = 1, ..., L. On de´duit de la
de´finition de la base D` et du fait que H`0 et µ
` sont Hermitiens que chaque
A` est diagonal d’e´le´ments purement imaginaires, et que chaque B` est anti-
Hermitien. On supposera de plus que
Tr(A`) 6= 0, Tr(B`) = 0,∀` = 1, ..., L. (5.14)
Avec ces notations la fonction d’onde du `-e`me syste`me peut eˆtre e´crite
comme ψ`(t) =
∑N`
i=1 c
`
i(t)ψ
`
i et la fonction d’onde totale
∏L
`=1 ψ`(t) peut eˆtre
repre´sente´e comme un vecteur colonne
c(t) = (c11(t), ..., c
1
N1
(t), ..., cL1 (t), ..., c
L
NL
(t))T .
Notons par N =
∑L
`=1N`, par A la matrice anti-Hermitienne diagonale par
blocs de taille N×N obtenue a` partir des A`, ` = 1, ..., L et par B la matrice
anti-hermitienne diagonale par blocs obtenue a` partir des B`, ` = 1, ..., L :
A =

A1 0 . . . 0
0 A2 . . . 0
...
...
. . .
...
0 0 . . . AL
 , B =

B1 0 . . . 0
0 B2 . . . 0
...
...
. . .
...
0 0 . . . BL
 . (5.15)
Les e´quations d’e´volution s’e´crivent :
d
dt
c(t) = Ac(t) + ²(t)Bc(t), c(0) = c0. (5.16)
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Comme chaque fonction d’onde individuelle ψ`(t) =
∑N`
i=1 c
`
i(t)ψ
`
i est de
norme L2 e´gale a` 1, on obtient
N∑`
i=1
|c`i(t)|
2 = 1, ∀t ≥ 0, ∀` = 1, ..., L. (5.17)
Soit Sk−1
C
la sphe`re unite´ complexe de Ck. L’e´quation (5.17) donne :
c(t) ∈ S =
L∏
`=1
SN`−1
C
, ∀t ≥ 0. (5.18)
5.4.2 Re´sultats
On de´finit l’ensemble des controˆles admissibles U comme l’ensemble des
fonctions continues par morceaux ²(t). Pour chaque ² ∈ U l’e´quation (5.16)
a une solution unique pour tout t ≥ 0. Le syste`me
(
(A`, B`)L`=1,U
)
est dit
controˆlable si pour tout ci, cf ∈ S il existe un tf ≥ 0 et ²(t) ∈ U tels que
la solution de (5.16) avec la donne´e initiale c(0) = ci satisfait c(tf ) = cf .
Bien suˆr, afin que le syste`me
(
(A`, B`)L`=1,U
)
puisse eˆtre controˆlable il faut
que chaque syste`me qui le compose
(
A`, B`,U
)
, ` = 1, ..., N le soit quand il
est conside´re´ inde´pendamment. Ne´anmoins, demander que tous les syste`mes
soient controˆlables au meˆme temps et avec le meˆme champ laser est
une condition plus forte. Afin d’illustrer cette affirmation on conside`re le cas
de deux (L = 2) syste`mes a` trois niveaux (N1 = 3, N2 = 3) comme dans [68] :
A1 = A2 = −i ·
 1 0 00 2 0
0 0 5
 , B1 = −i ·
 0 1 01 0 2
0 2 0
 , B2 = −B1.(5.19)
Chaque syste`me (A1, B1) et (A2, B2) est controˆlable inde´pendamment,
on peut le ve´rifier avec le crite`re de l’alge`bre de Lie [58] (la dimension de
l’alge`bre de Lie est 9).
Pourtant, en notant par (c11, c
1
2, c
1
3) et par (c
2
1, c
2
2, c
2
3) les coefficients de la
fonction d’onde du premier syste`me et respectivement du second syste`me on
obtient l’invariant suivant
L(t) = c11(t)c
2
1(t) + c
1
3(t)c
2
3(t)− c
1
2(t)c
2
2(t) = constant,∀² ∈ U . (5.20)
Comme vu pre´ce´demment, l’existence d’une loi de conservation implique
que le syste`me n’est pas controˆlable. Par exemple, si les deux syste`mes partent
dans leurs e´tats fondamentaux
(c11(0), c
1
2(0), c
1
3(0)) = (c
2
1(0), c
2
2(0), c
2
3(0)) = (1, 0, 0),
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il est impossible de les diriger (simultane´ment) vers leur premier e´tat excite´
(c11(T ), c
1
2(T ), c
1
3(T )) = (c
2
1(T ), c
2
2(T ), c
2
3(T )) = (0, 1, 0),
car dans l’e´tat fondamental l’invariant dynamique prend la valeur L(0) =
1 + 0 − 0 = 1 alors que dans le premier e´tat excite´ la valeur est L(T ) =
0 + 0− 1 = −1.
Si on de´finit l’ensemble des e´tats atteignables
A(c0, T ) = {c(t); c(t) solution de (5.16) , t ∈ [0, T ], u ∈ U}, (5.21)
on dira le syste`me controˆlable si et seulement si pour tout c0 ∈ S l’ensemble
des points atteignables a` partir de c0 :
⋃
t≥0A(c0, t) est S.
Avec cette de´finition, on peut donner le principal re´sultat de controˆlabilite´ :
Theore`me 5.4.1 ([68]) Si la dimension (sur R) de l’alge`bre de Lie L(A,B)
engendre´e par A et B est 1+
∑L
`=1(N
2
` − 1) alors le syste`me
(
(A`, B`)L`=1,U
)
est controˆlable. De plus, si le syste`me est controˆlable, il existe un temps T > 0
tel que toutes les cibles peuvent eˆtre atteintes au plus tard au temps T (et
ensuite pour tous t > T ), i.e. pour tout c0 ∈ S et t ≥ T A(c0, t) = S.
On renvoie a` [38, 68] pour des re´sultats plus ge´ne´raux lorsque les hy-
pothe`ses (5.14) ne sont pas satisfaites, ou lorsqu’on utilise plusieurs champ
de controˆle.
Il faut noter que, par opposition aux re´sultats classiques de controˆlabilite´ sur
des syste`mes quantiques biline´aires, ici le groupe de Lie associe´ a` l’alge`bre
de Lie engendre´e par A et B peut ne pas eˆtre compact. Ce groupe est
compact lorsque les fractions Tr(A
`1 )
Tr(A`2 )
sont toutes des nombres rationnels pour
tout `1, `2 = 1, ..., L, ce qui est une condition artificielle sans directe relation
avec la physique du proble`me. L’ide´e est alors de donner un crite`re pratique
similaire a` celui du Thm. 5.3.1 sans utiliser la compacite´ de ce groupe.
Le crite`re du the´ore`me 5.4.1 a e´te´ utilise´ dans [38] ou` des simulations
nume´riques ont montre´ l’applicabilite´ pratique de cette me´thode.
5.5 Algorithmes de re´solution nume´rique
Meˆme si on sait montrer la controˆlabilite´ pour un syste`me quantique,
on dispose dans tre`s peu de cas de solutions analytiques ; des algorithmes
(ite´ratifs) de re´solution nume´rique sont donc employe´s. Le premier pas consiste
en l’introduction d’une fonctionnelle de couˆt a` maximiser qui refle`te d’un coˆte´
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la re´alisation des objectifs a` atteindre et de l’autre les pe´nalisations a` prendre
en compte. Un exemple typique de fonctionnelle de couˆt est :
J(²) =< ψ(x, T )|O|ψ(x, T ) > −α
∫ T
0
²2(t)dt (5.22)
ou` α > 0 est un parame`tre re´el positif et O est une observable qui tra-
duit le but recherche´. L’observable O est un ope´rateur auto-adjoint (qu’on
conside´rera semi-de´fini positif) qui agit sur ψ(x, T ) ; dans le cas ci-dessus
le but est d’atteindre une valeur maximale de < ψ(x, T )|O|ψ(x, T ) > sans
consommer trop d’e´nergie laser
∫ T
0
²2(t)dt. L’optimum sera donc le meilleur
compromis entre ces deux conditions contradictoires.
La maximisation de la fonctionnelle de couˆt J(²) peut eˆtre re´alise´e par
l’interme´diaire de l’e´quation d’Euler-Lagrange associe´e ; une fac¸on standard
d’e´crire ces e´quations est d’introduire un e´tat adjoint χ(x, t) (utilise´ comme
multiplicateur de Lagrange). On obtient les e´quations de point critique sui-
vantes [84] : {
i
∂
∂t
Ψ(x, t) = (H0 − ²(t)µ)Ψ(x, t)
Ψ(x, t = 0) = Ψ0(x)
(5.23)
{
i
∂
∂t
χ(x, t) = (H0 − ²(t)µ)χ(x, t)
χ(x, t = T ) = OΨ(x, T )
(5.24)
α²(t) = −Im〈χ|µ|Ψ〉(t) (5.25)
Pour re´soudre les e´quations de point critique (5.23)-(5.25) on peut uti-
liser dans la pratique les algorithmes dits monotoniques ([64, 84, 49]) ap-
pele´s ainsi car ils ont l’avantage d’assurer que la fonctionnelle de couˆt croˆıt a`
chaque ite´ration. Initialement, divers repre´sentants de la classe de ces algo-
rithmes sont apparus dans la litte´rature d’une manie`re inde´pendante ; pour-
tant, comme on l’a remarque´ dans une e´tude re´cente ([49]) il peuvent tous
eˆtre mis sous la forme :{
i
∂
∂t
Ψk(x, t) = (H0 − ²
k(t)µ)Ψk(x, t)
Ψk(x, t = 0) = Ψ0(x)
(5.26)
²k(t) = (1− δ)²˜k−1(t)−
δ
α
Im〈χk−1|µ|Ψk〉(t) (5.27){
i
∂
∂t
χk(x, t) = (H0 − ²˜
k(t)µ)χk(x, t)
χk(x, t = T ) = OΨk(x, T )
(5.28)
²˜k(t) = (1− η)²k(t)−
η
α
Im〈χk|µ|Ψk〉(t) (5.29)
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On obtient l’algorithme dit de Zhu & Rabitz pour δ = 1 et η = 1 et celui
dit de Krotov (comme dans Tannor et al. [64]) pour δ = 1 et η = 0. Bien
suˆr, il faut encore montrer sur cette formulation ge´ne´rale que la proprie´te´ de
monotonie reste valable pour toute la classe ainsi de´finie. On a montre´ ainsi
le re´sultat suivant [49] :
Theore`me 5.5.1 Soit O un ope´rateur auto-adjoint, semi-de´fini positif. Alors,
pour tout η, δ ∈ [0, 2] l’algorithme de´fini dans les e´quations (5.26)-(5.29)
converge monotoniquement, c’est-a`-dire J(²k+1) ≥ J(²k).
Suite a` ces travaux, nous avons identifie´ d’autres classes d’algorithmes
dont celles de´crites dans [75].
Dans [44], on propose aussi des algorithmes dont la monotonie peut eˆtre
de´montre´e en formulation discre`te (ce qui n’est pas le cas des algorithmes
pre´ce´dents ou` on suppose re´soudre les e´quations (5.26)-(5.29) exactement).
Nous avons e´galement donne´ dans [54] une adaptation de ces algorithmes
au cas ou` l’e´tat du syste`me est de´crit par une matrice densite´. Enfin, nous
travaillons actuellement [52] sur un algorithme de´rive´ d’une approche de type
fonction de Lyapounov.
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Chapitre 6
Autres domaines de recherche :
mode`les mathe´matiques en
e´pide´miologie
Le Syndrome Respiratoire Aigu Se´ve`re (SRAS en franc¸ais, SARS en an-
glais) est une maladie qui s’est re´pandue tre`s vite en 2003 a` travers la plane`te,
en raison entre autre de la grande mobilite´ des personnes due au transport
ae´rien. Le manque d’identification exacte du ou des agents pathoge`nes res-
ponsables de la maladie a rendu les mesures d’endiguement tre`s de´licates et
a souleve´ le proble`me de la construction de nouveaux mode`les pour expliquer
la propagation de l’e´pide´mie ainsi que la question des crite`res a` utiliser pour
la de´clarer arreˆte´e.
En collaboration avec le Prof. A. Danchin de l’Institut Pasteur et avec
le Dr. Tuen Wai Ng de l’Universite´ de Hong-Kong, nous avons e´tudie´ un
nouveau mode`le pour expliquer la propagation du virus dans une population.
Partant d’un mode`le classique de propagation d’e´pide´mie (le mode`le SIR) ce
mode`le de double e´pide´mie qu’on de´crit dans [53] a e´te´ configure´ aussi bien sur
le plan qualitatif (caracte´ristiques des solutions) que quantitatif (par fittage
des simulations nume´riques) pour reproduire les donne´es re´elles. On a ainsi
montre qu’une adaptation sous la forme d’un mode`le a` deux propagations
concurrentes explique mieux les phe´nome`nes observe´s. Nous avons ensuite
pu faire quelques pre´dictions sur ce mode`le et en indiquer les conse´quences
sur la politique sanitaire a` mettre en oeuvre : pre´sence d’un vaccin, crite`res
d’extinction de l’e´pide´mie . . .
Meˆme si ce the`me est singulier par rapport aux autres sujets de recherche
pre´sente´s dans ce me´moire, j’ai trouve´ tre`s instructif le fait d’attaquer un
domaine scientifique diffe`rent avec ses propres re`gles.
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Chapitre 7
Perspectives
Ce chapitre re´unit quelques travaux en cours ou des directions de re-
cherche futures qui restent a` explorer dans la continuite´ des travaux pre´sentes
ci-dessus. Bien suˆr, ceci est a` ajouter aux autres sujets de´ja` mentionne´s aux
chapitres pre´ce´dents.
7.1 Dynamique mole´culaire
Conside´rons le syste`me dynamique (1.18) et soit 〈A〉 une observable a` cal-
culer. Une approximation standard de la moyenne temporelle
1
T
∫ T
0
A(q(t),p(t)) dt
est la somme discre`te
〈A〉Rienum(δt, T ) =
1
N
N−1∑
j=0
A
(
qj,pj
)
, (7.1)
ou` (qj,pj)
N−1
j=0 est la trajectoire nume´rique donne´e par un sche´ma d’inte´gration
de pas de temps δt applique´ a` Eqs. (1.18), et ou` T = N δt. La vitesse de
convergence de cette approximation est de 1/T . Afin d’ame´liorer cette vitesse
de convergence asymptotique on propose de remplacer la moyenne uniforme
par une moyenne temporelle filtre´e de la forme∫ T
0
A(q(t),p(t)) fT (t) dt, (7.2)
ou` fT agit comme une fonction de filtrage du signal t 7→ A(q(t),p(t)). Plu-
sieurs choix possibles de fonction de filtrage peuvent eˆtre conside´re´es ; sous
certaines hypothe`ses techniques (inte´grabilite´ du syste`me dynamique, ergo-
dicite´ ...) on a montre´ [19, 20] que si la re´solution nume´rique est faite avec un
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sche´ma symplectique, pour tour entier positif k il est possible de construire
une fonction de filtrage qui converge vers la moyenne d’ensemble a` la vitesse
1/T k. D’autres me´thodes de filtrage (dont la convergence asymptotique est
exponentielle) ont aussi e´te´ propose´es. En continuation de ce travail il est
utile de se pencher plus en de´tail sur les bonnes notions d’ergodicite´ a` uti-
liser pour formaliser les proprie´te´s des syste`mes dynamiques. D’autre part,
pour les cas ou` ce sche´ma ne donne pas de bons re´sultats, des comporte-
ments stochastiques ont e´te´ mis en e´vidence, qu’il sera peut-eˆtre possible
d’exploiter.
7.2 Controˆle quantique
7.2.1 Algorithmes de´terministes
Les ve´rifications expe´rimentales du controˆle quantique sur des syste`mes
complexes utilisent le paradigme du controˆle en boucle ferme´ introduit dans [34]
ou` le champ laser est effectivement utilise´ dans une expe´rience re´elle et mo-
difie´ d’une expe´rience a` l’autre par l’interme´diaire d’un algorithme d’opti-
misation. Cet algorithme d’optimisation est construit pour maximiser une
fonctionnelle de couˆt telle que celle introduite dans l’e´quation (5.22). Il est
tre`s important de remarquer que la valeur de la fonctionnelle de couˆt peut
donc eˆtre mesure´e ; c’est cette valeur qui est ensuite introduite dans l’al-
gorithme d’optimisation, chaque fois que celui-ci en a besoin pour un choix
donne´ de pulsion laser. Le syste`me chimique est ensuite remplace´ par un autre
lors d’une nouvelle e´valuation de la fonctionnelle de couˆt. Par opposition aux
autres situations de controˆle, l’e´valuation de la fonctionnelle de couˆt est tre`s
peu che`re dans le cas du controˆle par laser et de plus peut se faire a` une
fre´quence de re´pe´tition tre`s e´leve´e, actuellement une centaine par seconde,
quoique la technologie puisse aller jusqu’a` un million par seconde. Il faut
aussi remarquer que les mesures sur le syste`me quantique sont bruite´es et
c’est une moyenne sur un ensemble d’expe´riments identiques qui est ensuite
utilise´e comme valeur de la fonctionnelle de couˆt.
Lorsqu’il s’agit de mettre en e´vidence le controˆle quantique en laboratoire,
il est naturel de se demander quel algorithme d’optimisation choisir. En sui-
vant les recommandations de la proposition initiale [34], les expe´rimentateurs
ont utilise´ des algorithmes stochastiques tels que les algorithmes ge´ne´tiques
qui se sont ave´re´s tre`s performants dans ce domaine. Ce choix a e´te´ souvent
motive´ par la forte non-convexite´ de la fonctionnelle de couˆt, par la ne´cessite´
d’utiliser seulement des informations d’ordre ze´ro (pas de de´rive´es) et par la
robustesse de tels algorithmes (par rapport au bruit).
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Le but de notre travail [76] en collaboration avec Claude Le Bris et Her-
schel Rabitz est de montrer que d’autres choix sont possibles ; parmi ces choix
on a identifie´ une variante stochastique de l’algorithme du simplexe qui est,
sur certains cas, jusqu’a` un ordre de grandeur plus efficace en termes de
nombre d’expe´riences ne´cessaires. Paralle`lement a` ce constat, et seulement
pour des raisons the´oriques sans relation avec l’efficacite´, on a teste´ un autre
algorithme (cette fois il s’agit d’une combinaison entre un algorithme de gra-
dient et un algorithme de type “pattern search”). Lorsque la fonctionnelle de
couˆt contient du bruit, cette troisie`me approche pre´sente, sans surprise, une
convergence assez difficile ; ne´anmoins, lorsqu’il n’y a pas de bruit, chaque
condition initiale donne un re´sultat de tre`s bonne qualite´, ce qui revient a`
dire que tous les minimas locaux sont globaux ! Cette remarque nous indique
une possible explication de la meilleure convergence de l’algorithme de sim-
plexe modifie´ par rapport aux algorithmes ge´ne´tiques qui explorent “trop”
la surface de potentiel alors qu’un minimiseur de bonne qualite´ est pre´sent
proche de tout point initial.
L’e´tape suivante est l’imple´mentation en laboratoire de ces algorithmes.
Pour le plus long terme, une compre´hension plus fine de la ge´ome´trie de
la surface de couˆt pourra s’ave´rer be´ne´fique aussi bien d’un point de vue
the´orique (la multiplicite´ de solutions permet de demander que la solution
ait plus de proprie´te´s de´sirables ! ) mais aussi pour la pratique (l’acce´le´ration
de la convergence ouvre la voie a` d’autres types d’expe´rience).
7.2.2 Inversion par le controˆle quantique
Un projet a` plus long terme consiste a` s’interroger sur la manie`re d’uti-
liser le controˆle quantique pour obtenir plus d’informations sur un syste`me
quantique donne´. Ce projet a de´ja` e´te´ aborde´ lors de quelques discussions
exploratoires avec Herschel Rabitz et Claude Le Bris pendant nos visites a`
Princeton ; par ailleurs une e´tude nume´rique est en train de de´buter avec
Mazyar Mirrahimi dont je co-encadre la the`se avec Pierre Rouchon.
Une e´tude initiale [31], qui de´montre l’inte´reˆt pratique de l’approche et
dont les re´sultats sont encourageants, a e´te´ mene´e dans l’e´quipe de H. Rabitz.
Ce travail montre que cette me´thode est tre`s exigeante en ressources de calcul
et que sa faisabilite´ pratique de´pend pour une grande part des ame´liorations
encore a` apporter a` l’imple´mentation nume´rique.
En les termes de l’e´tude [31], l’identification optimale est une proce´dure
dont l’imple´mentation est mixte (laboratoire/boucle de simulation et calcul)
qui vise a` extraire de l’information sur le Hamiltonien du syste`me a` par-
tir de donne´es expe´rimentales. L’identification optimale combine le controˆle
avec des techniques d’inversion en exploitant encore une fois la possibilite´
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expe´rimentale de faire un nombre important d’expe´riences.
A titre d’exemple, supposons que le Hamiltonien interne du syste`me est
H0 et que le couplage de celui-ci avec un laser est mode´lise´ par −²(t)µ(x) ou`
l’ope´rateur moment dipolaire inconnu µ(x) sera de´termine´ a` partir des obser-
vations sur l’e´volution des populations des e´tats propres de H0. L’algorithme
employe´ est le suivant : pour tout champ laser ²(t) et toute proposition de
moment dipolaire µ(x) on de´finit une fonctionnelle de couˆt J(², µ) e´gale a` la
distance entre
– la mesure expe´rimentale de l’observable obtenue avec le champ ²(t) sur
le (vrai) syste`me quantique et
– la mesure obtenue a` l’aide d’une simulation nume´rique avec le champ
²(t), le Hamiltonien H0 (suppose´ connu) et le couplage donne´ par le moment
dipolaire µ.
A partir de J(², µ) et une tole´rance pre´de´finie τ pour tout ² on peut de´finir
l’ensemble S(²) = {µ; J(², µ) ≤ τ}. Soit m(²) sa mesure (dont la de´finition
de´pend de l’espace de recherche pour µ). On conside`re alors un algorithme
d’optimisation pour minimiser m(²). La solution de cette proce´dure ² sera
appele´ le meilleur champ discriminant ; tout e´le´ment de S(²) sera alors une
possible solution du proble`me d’identification initial.
Une premie`re suggestion nume´rique concernant le calcul efficace de m(²)
a e´te´ teste´e dans l’e´quipe de H. Rabitz pour un syste`me biologique mode´lise´
par un ensemble d’e´quations diffe´rentielles. A Paris nous de´veloppons actuel-
lement cette ide´e sur un syste`me quantique.
7.2.3 Exploitation des donne´es expe´rimentales
Meˆme si beaucoup d’expe´riences ont de´ja` de´montre´ la possibilite´ d’in-
fluencer les phe´nome`nes quantiques a` l’aide des impulsions laser il existe peu
d’intuition sur comment les algorithmes utilise´es en pratique trouvent la so-
lution et ou sur comment la solution agit sur le syste`me quantique. Ceci
est d’autant plus difficile que les champs obtenus ont des formes souvent
complique´es (voir un exemple dans la Figure 7.1).
Une piste pour comprendre l’action du laser peut venir de l’e´tude des
champs teste´s par l’algorithme d’optimisation lors de sa recherche de la solu-
tion. Le credo ici c’est que, afin d’obtenir des bons re´sultats l’algorithme a du
identifier des proprie´te´s “importantes” qu’un champ laser doit avoir pour une
action convenable sur le syste`me. Il s’agit donc de re´cupe´rer cette information.
Des techniques stochastiques peuvent alors mises en place pour extraire cette
information pendant l’expe´rience lorsque la recherche n’a pas encore abouti
ou aussi a posteriori autour de la solution. Des tests nume´riques re´alise´s dans
le cadre d’une collaboration avec C. Le Bris, H. Rabitz et F. Cohen ont donne´
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Fig. 7.1 – Champ laser solution d’un proble`me de controˆle obtenu par un
algorithme ge´ne´tique.
quelques re´sultats encourageants mais montrent aussi qu’il faut avancer avec
beaucoup de pre´caution dans l’analyse des donne´es. Il semble donc utile de
continuer ce travail afin de de´gager les concepts pertinents qu’il est possible
de transfe´rer dans les autres cas d’inte´reˆt pratique.
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Chapitre 8
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